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Einleitende Betrachtungen über das Wesen, den Zweck und pracliscbcn 
Nutzen der hohem Geometrie, Theorie der Linien ersten und zweiten Grades, 
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Die Sprache der Analysis , die vollkommenste aller 
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ln der Geschicklichkeit ein Wurm Dein Lehrer sein, 
Dein Wissen theilest Du mit rorgeiognen Geistern, 
Die Kunst, o Mensch, hast Du allein. 

dtfvilltr. 





Digitized-by Google 




Manen Och - Carte» 



in 



tiefster Verehrung 



gewidmet 



vom 



Verfasser. 



Digitized by Google 




Digitizedby Google 



Vorrede zur ersten Auflage. 






üs giebt — ganz abgesehen von dem rein wissenschaftlichen 
Werthe der Mathematik — keinen Theil derselben, wovon nicht 
auch schon mannichfache, für die bürgerliche Gesellschaft nütz- 
liche Anwendungen gemacht sind und wovon wissenschaftlich 
gebildete und zugleich mit practischem Talent begabte Köpfe 
immerfort noch mannichfache nützliche Anwendungen machen 
werden. Dies gilt namentlich auch von der hohem Mathematik. 
Zahllose Anwendungen hat sie bereits schon gefunden und vor- 
züglich solche, welche zur Förderung anderer, für das Geschäfts- 
leben jetzt durchaus unentbehrlichen Wissenschaften dienten, wie : 
Astronomie, Geodäsie, Schifflahrtskunde, Mechanik, Physik etc., 
die selbst wiederum die immer grössere Ausbildung und Ver- 
vollkommnung der hohem Mathematik veranlassten und fordern; 
und die Ueberlegung, wie es, ohne die Hülfe der letztem, um 
jene durchaus unentbehrlichen Wissenschaften und deren fernere 
Vervollkommnung stehen würde, rechtfertigt die Behauptung, 
dass schon für die rein practischen Bedürfnisse die höhere Ma- 
thematik jetzt ebenso wichtig und unentbehrlich ist, als es die 
Elementar -Mathematik schon lange war. Glänzend und uner- 
messlich gross würden aber die Resultate sein, wenn das Streben 
gekrönt würde, die höhere Mathematik mit demselben Erfolg, 
wie auf die Physik, so auch auf die Chemie anzuwenden, und 
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dass es gelingt und geschieht, wird jetzt schon geglaubt und 
gehofft. * 

Jede wahre Theorie findet einmal eine Anwendung und es 
ist nicht Schuld der Wissenschaft, wenn ihre reichen Schätze 
oftmals so lange unbenutzt liegen bleiben, indem es an Gelegen- 
heit, Unterstüzung, Kenntniss etc. fehlt, Nutzen daraus zu ziehen. 
Zweitausend Jahre hindurch hat man die jetzt so wichtige Lehre 
deijenigen krummen Linien, welche man Kegelschnitte nennt, 
für rein müssige und fruchtlose Speculationen gehalten, bis Kepler 
zuerst ihren practischen Nutzen erkannte und Anwendungen da- 
von zu machen wusste, deren wichtige Folgen er selbst nicht 
abschen konnte. — Die Theorie , sagte mein allverehrter Lehrer, 
zieht die Praxis nach sich , wie der Magnet das Eisen, und mit 
den vielen Thatsachen, womit er selbst und andere erleuchtete 
Männer diesen Ausspruch bestätigt haben, könnte man ganze 
Bände füllen. Jedes Jahr wenigstens giebt es etwas Neues unter 
der Sonne und darunter manches, dessen Entstehen fast reines 
Resultat der Theorie ist. Wir könnten hier als Beispiele eine 
Menge äusserst wichtiger Instrumente anführen (Fernrohr, Sex- 
tant etc.) oder an die wundervollen, nur durch höhere Mathe- 
matik entdeckten und vorausgesagten Erscheinungen in der Licht- 
welt, die bereits vorliegenden Entdeckungen über die rätsel- 
haften und für die Zukunft bedeutungsvollen und heilbringenden 
Polarkräfle etc. erinnern, absichtlich wollen wir hier aber nur 
diu merkwürdige Babbage's che Rechnenmaschine erwähnen, eine 
aus der abstracten hohem Mathematik entsprungene Erfindung, 
die, wie es mit Erfindungen so oft der Fall ist, leicht zu einer 
ganzen Reihe anderer grossartiger und nützlicher Erfindungen 
Anlass geben kann;** ferner die, glücklicherweise im Grossen 

* Seil der ersten Auflage dieses Werks ist bereits durch Steinheil hierin 
ein Schritt gethan und die seitdem von der Münchener Academie gestellte 
chemische Preisaufgabe, deren Lösung durchaus die Anwendung der von 
Gauss erfundenen Wahrscheinlichkeitsrechnung verlangt, beweist zugleich, 
dass die Chemie zu ihrer weiteren Ausbildung und echt wissenschaftlichen 
Begründung nicht allein die Hülfe der niedern, sondern selbst der höhern 
Mathematik nothwendig bedarf. 

** Schumachers astronomische Nachrichten 2. und 21. Band. 
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nicht ausgeführtc Steinheil’sche Wurfmaschinc, das Foumeyron- 
schc Kreiselrad u. a. m. Das Alles sind Früchte der hohem 
Mathematik, die, nachdem sie einmal entsprossen, von rein prac- 
tischen Genies wohl nachgemacht, ja selbst zur grossem Reife 
gebracht werden, ohne Vermittelung der Wissenschaft aber nie- 
mals hätten entstehen können. Ohne Leitung der Theorie wäre 
man gewiss nicht auf den Einfall gekommen, ein Rad unterm 
Wasser laufen zu lassen, und noch viel weniger auf die rich- 
tige Construction desselben. 

Solche, eben deshalb gewählte Beispiele, deren man noch 
viele anführcn könnte, zeigen deutlich, dass die höhere Mathe- 
matik auch, worauf wir hier besonders aufmerksam machen 
wollten, zur Förderung des, in die gemeinen Bedürfnisse des 
Lebens eingreifenden Maschinenbaues, als ein mächtiges Hülfs- 
mittel und Werkzeug zur Erfindung von Maschinen, noch weit 
mehr, als es bisher geschehen, benutzt werden kann und von 
erfindungsreichen Genies, wie Watt und Andere, die zugleich 
die sie unterstützende Wissenschaft in ihrer Gewalt haben, der- 
einst auf eine Weise angewandt werden mag, wovon wir heute 
noch nichts ahnen. Dass übrigens die industrielle Mechanik und 
Technik sehr oft auf krumme Linien und andere Probleme der 
hohem Mathematik führen, welche durch rein practische Ver- 
suche — wenn man auch grosse unnöthige Kosten nicht scheuen 
wollte — doch nicht gelöst werden können, ist bekannt genug, 
und höchst schädlich ist deshalb das noch ziemlich verbreitete 
Vorurtheil, dass für Mechaniker und Andere, welche mit der 
angewandten Mathematik zu thun haben, eine wissenschaftliche 
Bildung nicht allein entbehrlich, sondern sogar schädlich sei, 
indem Theorie und Praxis nie mit einander übereinstimmten. 

Nur völlige Unbekanntschaft mit der Mathematik und ihren 
Früchten kann zu einem solchen schiefen Urtheil verleiten. Denn 
in Betreff der cxacten Wissenschaften verhält sich die Sache 
ganz anders, und hier steht der Satz unerschütterlich fest: was 
theoretisch falsch ist, ist nothwendig auch practisch falsch und 
unausführbar. Dazu soll ja eben die Wissenschaft dienen, dass 
sie den langen und theuren Weg der Erfahrung, des Probirens 
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und Tappens ebnet und abkürzt und dadurch gleichsam unser 
Leben verlängert. Durch die Wissenschaft kann man oftmals in 
ein paar Stunden erfahren und lernen, was man ohne dieselbe 
in einem tausendjährigen Leben nicht erfahren würde. 

Nichtig sind auch die eingewandten Beispiele, dass es Tech- 
niker giebt, welche ohne wissenschaftliche Bildung mehr leisten, 
als andere, die in demselben Fache zuvor durch eine gute Schule 
gelaufen. Man kann darauf erwidern: dass erstere, bei ihren 
ungemein glücklichen Anlagen — sie sind, nach Lichtenberg, 
geborne Mathematiker — durch Hülfe einer guten Schule noch 
weit mehr leisten würden, statt dass sie nun auch oll Zusehen 
müssen, wie ihnen ein ganz mittelmässigcr Kopf, in der Aus- 
führung eines guten Gedankens durch den Beistand der Wissen- 
schaft zuvorkommt. Denn wie .scharf das natürliche Auge auch 
sein, wie weit es auch sehen mag, durch Hülfe des Fernrohrs 
sieht ein viel kurzsichtigeres doch noch weiter und deutlicher. 
Und schon dadurch möchte wohl eine wissenschaftliche Bildung 
in rein practischer Hinsicht reichlich lohnen, dass sie selbst- 
ständiger und sicherer macht, gegen noch oftmals vorkommende 
ruinirende Projccte schützt, deren Ausführung gegen die Mathe- 
matik und gegen bereits mathematisch aufgefasste Naturgesetze 
streitet, abgesehen von dem Nutzen, dass sie Ideen erwecken 
und zur Ausführung bringen kann. — Die Wissenschaft wird 
und soll die schaffende Phantasie nicht ersticken, sondern nur 
im Zaum halten und regeln. Hätte nicht der eine der Mont- 
golfiers durch die ernste Wissenschaft die kühne Phantasie des 
andern geleitet, es wäre wohl ein Luftschloss, aber kein Luft- 
schiff zu Stande gekommen. 

Wie Vieles Hesse sich nicht, wenn es noch nöthig wäre, über 
den grossen Werth wissenschaftlicher Bildung und Forschungen 
im Gebiete der Mathematik, Mechanik, Physik und Chemie, über 
ihre immer grössere Unentbehrüchkeit und über die Aussichten 
sagen, welche sie der Zukunft eröffnen. Man denke sich aber 
jetzt nur einmal diese Wissenschaften aus der Welt heraus ge- 
nommen und betrachte dann den Rest von welcher Seite man 
will. Man betrachte dagegen nur den rein materiellen Nutzen, 
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den die Ergebnisse dieser Forschungen bereits gebracht haben 
und bringen, obgleich die erste practische Anwendung sehr sel- 
ten von den Forschern selbst und von Andern aus dem Grunde 
oftmals spät gemacht wird, weil die Kunde dieser Ergebnisse, 
oder die zum richtigen Verständniss und zur Benutzung der- 
selben erforderliche Bildung nicht genug verbreitet ist, um früher 
und leichter desjenigen Aufmerksamkeit zu erregen , der das 
erforderliche practische Talent, die nöthigen Mittel etc. hat und 
dazu berufen ist, eine Anwendung davon zu machen. 

Das Talent, welches von einer Wissenschaft Nutzen zu ziehen 
und sich dieselbe dienstbar zu machen weiss, muss in der Regel 
ein ganz anderes sein, als dasjenige, welches zur Bearbeitung 
und Erweiterung der Wissenschaft selbst erforderlich ist. Dumas, 
in seiner Geschichte der Chemie, erwähnt der damals so wich- 
tigen Entdeckung, welche der berühmte Proust in derselben 
machte. „ Napoleon liess ihm unter der Bedingung 100,000 Frcs. 
bieten, wenn er seine Entdeckung im Grossen zur Anwendung 
bringen und eine Fabrik errichten wolle. Proust weigerte sich 
dessen und that recht daran. Obgleich ein ausgezeichneter Che- 
miker, konnte er doch ein sehr mittelmässiger oder gar schlechter 
Fabrikant sein. Der Industrie fremd, blieb er seinem Berufe 
getreu, indem er sein Leben der Ausbildung der Wissenschaft 
widmete. Wollte der Staat seine Verdienste belohnen, so hätte 
er ihm, ohne Bedingungen, die Mittel verschaffen sollen, nach 
seinem Wunsche nur die Erforschung naturwissenschaftlicher 
Wahrheiten betreiben zu können.“ 

Die Wissenschaft kann und soll das eigentliche industrielle, 
technische und mechanische Talent nicht geben, sondern, wie 
gesagt, nur unterstützen und leiten, neue Ideen erwecken und 
zur Reife bringen, wozu sie, weil fast alle dem gemeinen Men- 
schenverstände nahe liegende Erfindungen schon vorweggenom- 
men sind, durchaus unentbehrlich ist. — Zur grossem Unter- 
stützung dieser unserer Ansichten und Behauptungen möge es 
erlaubt sein, hier einige gewichtvollere Worte aus dem, Tech- 
nikern, Mathematikern und Staatsmännern gleich wichtigen Werke 
des sowohl mit Theorie als Praxis vertrauten genialen Babbage: 
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„lieber Maschinen- und Fabrikwesen“ (Berlin bei Stuhr) a«i- 
zuluhren. 

„Ueberblicken wir die verschiedenen Proccssc, welche wir 
als Erläuterungen der festgestcllten allgemeinen Principicn an- 
geführt haben, so müssen wir die innige Verbindung des Ge- 
werbe- und Fabrikenwesens mit den Fortschritten der strengeren 
Wissenschaften anerkennen. Je mehr wir in der Laufbahn der 
Verbesserungen fortschreiten, desto mehr verlangt jeder Schritt, 
um erfolgreich zu sein, eine noch grössere Innigkeit dieser Ver- 
bindung. Die experimentirenden Wissenschaften leiten ihre That- 
sachen aus Versuchen her; die Raisonnements aber, in denen 
ihr wesentlicher Nutzen besteht, liegen im Gebiete dessen, was 
man die abstracte, speculalive Wissenschaft nennt. Und nur 
dann kann ein Land mit der grössten Wahrscheinliclikeit des 
Erfolges nach Verbesserung seiner Manufacturen etc. streben, 
wenn die geübtesten Theoretiker ihre Anstrengungen mit denen 
der erfahrensten Practiker verbinden, und Jeder sich zu dem 
hinwendet, wozu natürliche Anlage und erlangte Geschicklichkeit 
ihn am meisten befähigt. — Aber noch an eine andere und 
höhere Wissenschaft (die Rede war von den Naturwissenschaften) 
müssen wir erinnern, welche, selbst noch unerschöpflicher, mit 
Riesenschritten voraneilt und, nachdem sie die mächtigen Massen 
des Universums erfasst und ihrer Bahnen Gesetze aufgefunden, 
uns in ihrer conciscn Sprache Ausdrücke gegeben hat, die als 
Geschichte der Vergangenheit, wie als Verkündigung der Zu- 
kunft gelten. Dieselbe Wissenschaft breitet gegenwärtig ihre 
Gesetze auf die kleinsten Atome aus, welche die Natur erschuf; 
schon hat sie den Aether sich fast unterworfen und alle die 
verwickelten und glänzenden Erscheinungen des Lichts zu einem 
harmonischen System verbunden. Es ist die Wissenschaft des 
Calculs, die bei jeder Sprosse unseres Fortschrcitens immer noth- 
wendiger wird und welche zuletzt alle Anwendungen der Wissen- 
schaft auf die Gewerbe des Lebens beherrschen wird. — Und 
wenn die Zeit die einstigen Fortschritte unseres Geschlechts 
enthüllt hat, so werden bis jetzt nur dunkel erkannte Gesetze 
klar leuchtend hervortreten, und vielleicht wird man finden, dass 
die Herrschaft des Geistes über die materielle Welt mit immer 
beschleunigter Kraft zunimmt etc. etc.“ Pag. 405. 

Auch ein beherzigungswerthes Wort des seligen Prof. Bran- 
des, der für die Fortschritte und Veredlung der Menschheit stets 
unermüdlich gewirkt hat, dürfte liier nicht am Unrechten Orte 
wiederholt sein. Er sagt nämlich in einer Note zu dem lehr- 
reichen Werke: Newton’s Leben, von Brewster (übersetzt von 
Goldberg, pag. 312) über eine gelegentliche Acusserung, dass 
der Werth ,der cxacten Wissenschaften noch so wenig richtig 
erkannt werde: 
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„Es ist dies eine Wiederholung der mehrmals erhobenen Klage, 
dass die englische Nation und die englische Regierung nicht 
Eifer genug für die Wissenschaften zeige und die Gelehrten 
nicht genug belohne und aufmuntere. Diese Klage betrifft offen- 
bar nur die rein wissenschaftlichen Untersuchungen ; denn für 
Untersuchungen, aus denen für die Schifffahrt und andere prac- 
tisclie Zwecke unmittelbarer Nutzen hervorzugehen scheint, wen- 
det die englische Regierung oft recht bedeutende Summen auf. 
Der Grund, warum die rein wissenschaftlichen Untersuchungen 
weniger Aufmunterung finden, lässt sich leicht einsehen. Er 
liegt nämlich darin, dass die Regierungen einiger Länder gar 
zu sehr blos das Materielle ins Auge fassen und den Werth 
wissenschaftlicher Bestrebungen nur nach den Procenten be- 
rechnen, welche sie vielleicht dem Staate einbringen können. 
Bei einer so engherzigen Ansicht muss cs sich ereignen, dass 
man grade diejenigen Entdeckungen als unnütze Speculationen 
betrachtet und gering schätzt, welche die reichsten Quellen künf- 
tiger nützlicher Anwendungen enthalten; denn diese Grundlagen 
zahlreicher Entdeckungen sind gewöhnlich noch entfernt von der 
dem gemeinen Verstände einleuchtenden Anwendbarkeit, und 
weil sie so umfassend sind, dass in ihnen eine Menge einzelner 
Erfindungen ihre Begründung findet, so ist es denen, <die sich 
mit ihnen beschäftigen, fast immer unmöglich, die Einzelheiten 
bis zu dem Puncto fortzuführen, wo sie in die gemeinen Be- 
dürfnisse des Lebens eingreifen. Ein weit untergeordnetes Ta- 
lent reicht dann zu, einen einzelnen unter jenen zahlreichen 
Gegenständen völlig auszubilden und sich den Ruhm einer nütz- 
lichen Erfindung zu erwerben. Das englische Parlament hat Preise 
für diejenigen ausgesetzt, welche die geographische Länge ge- 
nauer bestimmen lehrten und sie den — allerdings verdienst- 
vollen — Berechnungen genauer Mondstafeln zuerkannt; aber 
Newton’ s Untersuchungen , welche die Basis aller vollkommen 
genau berechneten astronomischen Tafeln sind, und denen wir 
also auch die genaue Bestimmung der Länge mit Hülfe der 
Mondstafeln verdanken, erscheinen gewiss eben den Personen, 
die für jene besondere und einzelne Anwendung Belohnungen 
erlheilen, noch heute als dunkle und unfruchtbare Speculationen. 
Als Newton seine Fluxionsrechnung und Leibnitz seine Diffe- 
rential- und Integralrechnung erfand, da erschienen ohne Zweifel 
den Nichtmathematikern, wenn sie irgend Notiz von diesen gros- 
sen Entdeckungen nahmen, diese Rechnungsarten nur als Mittel 
zur Auflösung einiger artiger geometrischer Aufgaben; und doch 
sind es diese Rechnungsarten, ohne welche keine genaue astro- 
nomische Tafeln, keine vollkommnere Mechanik und Maschinen- 
lehre entstehen konnte, und denen die praetischen Theile der 
Mathematik eben so viel verdanken, als die theoretischen. Möchte 
dies von allen denen erwogen werden, die mit achtem Krämer- 
geiste nicht die Wissenschaften an sich, in ihrem eigentlichen 
Werthe für die Veredlung des Menschengeschlechtes , achten, 
sondern nur nach den unmittelbarsten Vortheilen, die sich ab- 
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zahlen und abwägen lassen, urlheilen. Möchte es von denen 
erwogen werden, die den innern Zusammenhang der Wissen- 
schaften, wie eine der andern zur Stütze dient, nicht beachten 
und glauben, es sei genug, nur einseitig den für irgend einen 
Zweig der Verwaltung bestimmten Candidatcn mehr zu dressiren 
als vollkommen geistig auszubilden.“ 

Obgleich wir dem Nützlichkeitsprincip huldigen, so war es 
doch nicht unsere Absicht, hier deshalb als Anwalt der Mathe- 
matik aufzutreten und ihr das Wort zu reden — denn die bedarf 
solches nicht — sondern nur, im Bewusstsein, eine gute Sache 
zu fördern, durch Benutzung der angeführten Autoritäten gegen 
schädliche Vorurtheile zu kämpfen. Es giebt noch Viele, denen 
die höhere Mathematik und die Wissenschaften, auf welche sie 
so grossen Einfluss übt, ganz verschlossen geblieben, die von 
dem eigentlichen Zweck der Wissenschaften nicht mal eine Ah- 
nung haben, sich aber dennoch erdreisten, über den Werth 
derselben zu urtheilen. 

Mancher wohl, der sich mit der höhern Mathematik, sei es 
practischen Bedürfnisses halber oder aus blosser Liebe zur Wissen- 
schaft gerne befreundet hätte, jedoch keine andere Gelegenheit 
fand, als sich nach Lehrbüchern zu bilden, mag durch diese zu 
jenem schiefen Urtheile verleitet sein. Und in der That sind in 
der täglich wachsenden Fluth von Lehrbüchern, sowohl der nie- 
dern als hohem Mathematik, die meisten der Art, dass sie die 
Lust zum Studium eher ersticken als nähren. Das Gemüth wenig 
ansprechend und so trocken wie möglich, beginnen sie gewöhn- 
lich mit einem Haufen dem ersten Anfänger ganz unverständ- 
lichen, oft auch ganz falschen Erklärungen, mit einer Menge 
krauser Zeichen und Formeln, wovon der Leser weder Zweck 
noch Nutzen einsieht, die ihn nur verwirren und muthlos machen 
und deshalb mehr Schaden als Nutzen stiften. 

Man hat mir, privatim und öffentlich, das Compliment ge- 
macht, dass ich das Talent hätte, schwere mathematische Leh- 
ren klar und leicht verständlich zu machen, und mich wieder- 
holt aufgefordert, auch über höhere Theile der Mathematik ein 
zum Selbstunterricht geeignetes Lehrbuch in der Weise, wie 
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das über Arthmctik und Algebra, * zu schreiben. Und dass ich 
dieser Aufforderung hier, mit einer Einleitung in die analytische 
Geometrie, nachgekommen bin, ist sicher nur aus dem Grunde 
geschehen, um dadurch Andern zu nützen. Mit dem Bewusst- 
sein, dass ich dies gewollt, und mit der Hoffnung, dass es mir 
auch diesmal nicht ganz misslungen, muss ich mich jedenfalls 
begnügen. 

Das Studium der hohem Mathematik und namentlich die ana- 
lytische Geometrie, welche ein wichtiger Theil derselben ist und 
am besten in sie einleitet, bietet, wegen ihrer eigentümlichen, 
von der Elementar-Geometric ganz verschiedenen Methode, dem 
ersten Anfänger grosse Schwierigkeiten selbst dann noch, wenn 
er Gelegenheit hat, sie auf Universitäten und polytechnischen 
Schulen, ja selbst durch Privatunterricht zu lernen. Viele aber 
und wohl die meisten, welche Kenntniss der hohem Mathematik 
zu erlangen wünschen, sind durch Verhältnisse genötigt, sich 
durch Hülfe eines Lehrbuchs selbst zu unterrichten, und für 
solche ist grade dieses kleine Werk geschrieben, also seinem 
Titel gemäss durchaus zum Selbstunterricht, und ich darf daher 
erwarten, dass es auch nur aus diesem Gesichtspunct beurteilt 
und dadurch sein Zweck: grössere Verbreitung dieser immer 
wichtiger werdenden Wissenschaft gefördert werde. 

Um zum Studium derselben zu ermuntern und damit der 
Anfänger nicht mutlos und durch die erwähnten Schwierigkeiten, 
die ich durch eigene Erfahrung beim Unterrichten kennen ge- 
lernt, abgeschreckt werde, habe ich dieselben, durch grössere 
Deutlichkeit und Ausführlichkeit, so viel mir möglich, zu beseitigen 
gesucht. Ein populärer Unterricht in der Mathematik, wenn er 
anders für den Schüler wirklichen Nutzen haben soll, kann ge- 
wiss nur duroh diese Mittel erreicht werden, nicht aber durch 
Verzichtleistung auf die Strenge der Wissenschaft; denn wer 
einen wissenschaftlichen Vortrag nicht verstehen kann, wird 
einen unwissenschaftlichen noch viel weniger verstehen. Vieles 

* Dies kleine Werk ist in den Göttinger Gelehrten-Anzcigen, dem Gers- 
dorfschen Repertorium, der Halleschen Literatur- und der Darmstädter 
allgem. Schul-Zeitung mit Lob erwähnt und empfohlen. 
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aber macht oft auf den Namen echter Wissenschaft Anspruch, 
was in der That nur llnbehülflichkeit im Vortrage und — denn 
Mühe macht es allerdings — mangelndes Bestreben zur Deut- 
lichkeit, oft auch sehr trivial, Pedanterie und der Verbreitung 
der Wissenschaft nur hinderlich ist. 

Könnte man ein Lehrbuch über irgend eine Wissenschaft so 
schreiben, dass dem darauf vorbereiteten Anfänger von nur 
gewöhnlicher Fassungskraft, alles darin so natürlich und sich 
von selbst verstehend vorkäme, dass er sich wundern müsste, 
weshalb nicht Jedermann von selber darauf komme, dass er sich 
fast nur daran erinnert, Gedanken und Begriffe, die bereits in 
ihm lagen, nur vorweg genommen und für ihn ausgesprochen 
glaubt, ein solches Buch würde als Lehrbuch gewiss das beste 
sein und die Wissenschaft schneller zu einem grössern Gemein- 
gut machen. Dieses Ideal eines populären Vortrags wird man 
aber in der Mathematik, wegen ihres eigenthümlichen, abstracten 
und spröden Wesens, wohl niemals erreichen, sich ihm jedoch 
immer mehr und mehr nähern können, und dieses zu thun, 
habe ich versucht. 

Altona , den 10. August 1841. 

Mjübsen. 
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Vorwort zur zweiten Auflage 



«ag» 



Obgleich diese zweite Auflage eine Vermehrung erhalten hat, 
wie die grössere Zahl der Paragraphen zeigt, so hat doch der 
Preis nur wenig erhöht zu werden brauchen, indem durch eine 
zweckmässigere Stellung der Figuren im Text das Volumen eher 
kleiner als grösser geworden ist. 

Zu der raschen Folge dieser zweiten Auflage haben gewiss 
die günstigen Benrtheilungen der ersten Ausgabe Vieles beige- 
tragen, mehr aber wohl der Umstand, dass in neuerer Zeit die 
Wichtigkeit, der Nutzen und die absolute Unentbehrlichkeit der 
exactcn Wissenschaften mehr erkannt worden und deshalb die 
Zahl ihrer Freunde ungemein grösser geworden ist. 

Altona, den 21. August 1847. 



Lübsen. 
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Bemerk 1111 gen. 

1. Wer seine Studien der analytischen Geometrie vorläufig 
nur anf das Allernothwendigste für den practischen Gebrauch 
beschränken will, mag die mit einem * bezeichneten Sätze und 
Capitel so lange ungelesen lassen, bis er das Bedürfniss dazu 
fühlt. 

2. In mathematischen Schriften kommen oftmals griechische 
Buchstaben vor, deshalb hier das griechische Alphabet und dessen 
Aussprache: 

A a alpha I i jota P p rho 

Ji §0*5 beta K x kappa X a(_g) sigina 

r y gamma A i. larnda T r tau 

J ( 1 delta M ft rnii T v üpsilon 

E e epsilon N v nü ob cp phi 

Z f zeta 4 | xi X y chi 

H u elha O o omikron ty psi 

<4 9 llicta TI TT pi S2 ca omega 
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Druckfehler. 



Seile 16, Zeile 5 v. u. «talt PA' lies AP' 

n 24, „ 9 v. u. „ -j- 3 n 4“ 3 

n 34, „ 4 B auf „ aufs 

„ 68 fehlt der Buchstabe N in der Figur 
„ 74 muss der Winkel M'SM", « statt 6 heissen 
„ 79, Zeile 3 v. u. statt n — , lies rr = 

n 92, „ 11 statt aus lies aus der 

„ 146 in der Figur die untern Buchstaben U'T' 

„ 169 muss in der Figur y dein X gegenüber stehen 
„ 202 in der Figur fehlt der Buchstabe T' 
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Druck von OlllttftV K*Ch in Alton». 
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Einleitung. 



Von der analytischen oder hohem Geometrie, in welche wir 
den gehörig vorbereiteten Anlanger, der lur mathematische und 
philosophische Speculationep Sinn und Anlage hat, hiernit ein- 
lühren wollen, können wir unbedenklich behaupten, dass sie 
einer der schönsten Theile der Mathematik und sowohl in prak- 
tischer Hinsicht wichtig, als auch in rein wissenschaftlicher und 
geschichtlicher Hinsicht höchst interessant und merkwürdig ist. 

Wichtig ist sie, auch abgesehen von ihrem praktischen Nu- 
tzen, schon deshalb, weil man es nicht unternehmen darf, ohne 
ihre h'enntniss irgend ein bedeutendes Werk über höhere Theile 
der angewandten Mathematik, Astronomie, Mechanik lind Natur- 
wissenschaft in die Hand zu nehmen. 

In wissenschaftlicher Hinsicht ist sic aber schon deshalb in- 
teressant und merkwürdig, weil sie uns zeigt, wie durch einen 
einzigen glücklichen Einfall, durch einen höchst einfachen und 
nahe liegenden Gedanken eine beinahe für geschlossen gehal- 
tene Wissenschaft, die Geometrie, nach einem fast zweitausend- 
jährigen Stillstände, auf einmal eine Erweiterung ohne Grenzen 
nimmt und eben dadurch eine Ahnung von der Fülle der Kennt- 
nisse giebt, welche in dieser Richtung, durch mehrere solche 
glückliche Gedanken, dereinst zu erlangen, die Menschen sich 
schmeicheln dürfen, eine Ahnung von der stets wachsenden 
Krall des Geistes giebt, die uns fast noch bei Lebzeiten aus 
einer Sinnenwelt in eine rein geistige Begriflswelt hebt, die kei- 
ner Sinne mehr bedarf. 

In der Geschichte der Wissenschaften sehen wir die höhere 
Geometrie, aus dem unermesslichen Reiche der Gedanken, gleich 
einer neuen ungeahneten Sonne über den Horizont der Eukli- 
dischen Geometrie emporsteigen und ein unabsehbares, aber den 
Menschen zugängliches neues Feld der Erkenntnisse beleuchten, 
dessen Dasein und Möglichkeit sich die kühnste Phantasie nicht 
geträumt hatte. 
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Die Geschichte der Wissenschaften ist die eigentliche Ge- 
schichte des menschlichen Geistes , und ihre allmählige Entwi- 
ckelung, vom Keime an, zeigt uns die allmählige Entwickelung 
des Geistes. Die Menschheit wächst mit den Erkenntnissen und 
wird vollkommener mit ihnen; und eben deshalb ist die Ge- 
schichte der Wissenschaften so lehrreich und erhebend. Sie 
lässt an keinen Stillstand, nur an steten Fortschritt denken. Ein 
Gedanke gebiert den andern; sie erzeugen sich fort, und fort; 
tragen hundert und tausendfältig; und so lange noch immer neue 
Tage auf einander folgen, werden auch immer noch neue Ge- 
danken auf einander folgen; ihre Quelle ist unerschöpflich, wie 
die Zeit. 

Aber viele Gedanken und Zeit gehören auch dazu, um eine 
ganze Wissenschaft zu bilden. Sie ist nicht das Werk eines 
Einzigen. Viele Geisteskräfte mussten erst wirksam werden und 
ihr Scherflein dazu beitragen, um von dem ersten Grundgedanken 
zu den hohem, zu einem wissenschaftlichen System zu gelangen. 
Jeder hat da seine eigenen Ansichten und Verfahrungsweise, und 
deshalb kann nicht gleich Alles wie aus einem Guss erscheinen. 
Erst nach und nach kommt, durch Verständniss und Ueberein- 
kunft, Ordnung und System hinein. — Eine spätere Entdeckung 
zeigt oftmals einen viel kürzern und leichtern Weg; nicht immer 
wird von den ersten Erfindern gleich der bequemste eingcschla- 
gen. Neue Erfindungen machen alte schwerfällige Sachen wieder 
entbehrlich. 

Mit der allmähligen Verbesserung der Systeme und Methoden 
in den Wissenschaften verhält es sich, gleichnissweise, wie mit 
der Verbesserung der Wege. Dies gilt namentlich auch von der 
hohem Geometrie, wie eine Vergleichung der neuern Werke dar- 
über mit den ältern zeigt. 

Der erste Begründer dieser Wissenschaft war der berühmte 
Descartes; * auch hat er uns darüber ein Werk binterlassen, 
jedoch darin nicht ausgesprochen, was seine grosse Seele be- 
wegte, was darin vorging, als der seitdem so fruchtbar gewor- 
dene Gedanke in ihm aufstieg: die räumlichen Grössen analytisch 
( arithmetisch ) aufzufassen. Dies Werk hat zwar immer noch 
grossen geschichtlichen Werth, passt aber deshalb nicht für den 
Unterricht, weil es dem gegenwärtigen Zustand der Wissenschaft 
nicht mehr angemessen ist, und weil es keine für den ersten 



* Renatus Cartesius, geboren zu la Haye in Touraine 1596, gestorben 
in Stockholm 1650. 
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Anfänger passende Einleitung hat. Wir halten aber eine Einlei- 
tung, welche zuvor dem Anlanger einen ungefähren Begriff von 
dem Wesen der Wissenschaft giebt, ihren Zweck errathen lässt 
und vorbereitet, gleichsam seinen Geist erst operirt, die zu er- 
forschenden und zu bearbeitenden Gegenstände hervorhebt und 
mit ihm bespricht, für die Hauptsache und wollen deshalb ver- 
suchen, hier eine solche zu geben. 



Die ursprüngliche oder sogenannte Euklidische Geometrie, 
so wie sie uns von den Alten überliefert worden und von den 
Neuern vervollkommnet nun vor uns liegt, ist gewiss eine höchst 
merkwürdige Schöpfung des menschlichen Geistes und ein un- 
auslöschliches Denkmal desselben, eine nicht w r egzuläugnende 
Thatsache einer geistigen Natur des Menschen und Beweis, dass 
im Denken ein wirkliches Fortschreiten möglich ist. Die Mathe- 
matik zeigt es klar, wie viel der Mensch ohne Hülfe der Sinne, 
durch blosse Geisteskraft, zu leisten vermag. 

Wie weit mag nun aber dieses Denken im mathematischen 
Sinne wohl gehen und ist namentlich die Wissenschaft; von den 
räumlichen Grössen durch die erwähnte Euklidische Geometrie 
erschöpft und abgeschlossen, oder können wir sie noch weiter 
fortspinnen, und wenn dies wäre — und so muss es wohl sein, 
denn eine organische Wissenschaft ist von selbst unendlich — 
auf welche Weise? — Wollen wir noch mehre Eigenschaften 
des Dreiecks aufsuchen, als wir bereits kennen — und es wird 
deren gewiss noch viele geben — oder wollen wir die, noch 
fast völlig unbekannten, Eigenschaften des Vierecks, Fünfecks etc. 
entdecken, oder wie beim Dreieck eine Trigonometrie, so beim 
Viereck eine Tetragonometrie oder gleich eine Polygonometrie 
erfinden? Hierin könnte allerdings etwas gethan werden, wie 
es zum Theil auch schon geschehen ist. 

Das ist es aber nicht, was wir wollen. Denn in dieser Richtung 
geforscht und gearbeitet, hiesse offenbar die Euklidische Geome- 
trie verdichten, auf einem und demselben Gebiete des Wissens 
bleiben. Wir wollen aber die Bahn weiter fortfuhren in ein ande- 
res Gebiet und auch krumme Gestalten erfinden und kennen lernen. 

Die Euklidische Geometrie erfindet und betrachtet nämlich nur 
lauter eckige, gradlinigte mit Lineal und Zirkel construirte Figuren. 
Die Natur construirt, so scheint es, manche ihrer Gestalten auch 
auf diese Euklidische Weise mit Zirkel und Lineal. Wir finden 
z. B. viele eckige und gradlinigte Constructionen in der Kristallo- 
graphie, die geometrisch genauen, dem Ideal gleichen, Tetraeder, 
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Hexaeder etc. die regelmässigen Schneeflocken u. a. m. Allein die 
Natur bleibt bei dieser Elementar- Geometrie nicht stehen; sie 
gehl weit darüber hinaus und zeigt uns eiue unendliche Menge 
von Gestalten, die nicht mit Zirkel und Lineal construirt sein 
können. In der organischen Natur findet man nichts Gradlinigles 
und Scharfeckiges. — Und alle diese zahllosen Gestalten, welche 
die Natur uns zeigt, können nicht vom Zufall construirt, d. h. 
nicht ohne irgend eine (wirkende) Ursache oder Ursachen ent- 
standen sein. Die auflallend regelmässigen Gestalten der Blumen 
und Blätter und ihre nach merkwürdigen arithmetischen Gesetzen 
geordneten Stellungen am Stengel haben sich nicht willkürlich 
gebildet. Es waren Kräfte dabei tiiätig, und diese können nie 
gesetzlos wirken, sie mögen nun nach gerader Linie oder wie 
immer treiben. 

Fällt ein Stein in’s Wasser, so sind die Kreise, welche die 
Natur um ihn construirt, in Folge dieser einzigen, nach gerader 
Linie wirkenden Kraft und des wundervollen Wesens der Flüssig- 
keit, eben so gesetzmässig bestimmt, als die Gestalt der Wellen. 

Die Erde bewegt sich um die Sonne nicht ad libitum. Eine 
höchste Intelligenz hat ihre krumme Bahn genau abgemessen, und 
die Formel vorgeschrieben, nach welcher sie sich bewegen muss. 

Nichts in der Natur geschieht gesetzlos, von seihst. Alles ist 
vollkommen bestimmt, wie schon das Buch der Weisheit sagt: 
Alles ist geordnet mit Maass, Zahl und Gewicht und die Gesetze 
sind ohne Wandel. Unsere Naturwissenschaften bestätigen diese 
Behauptung des weisen Mannes vollkommen. Auch ist schon mit 
diesen aufgesteillen mathematischen ßegritfen: »Zahl, Maass und 
Gewicht“ klar ausgesprochen und darauf hingedeutet, dass die 
hiedurch ausgedrückten Naturgesetze nur mathematisch aufgefasst 
werden können. 

Hegt die Natur aber Gesetze, die sich mathematisch Huffassen 
lassen, so liegen sie bereits vor ihrer Entdeckung auch schon 
in der Mathematik. Und daher komml’s, dass die Speculation, 
sowohl absichtlich, als auch ganz absichtslos, der Erfahrung oft 
voreilt und vorarbeitet und mathematische Gesetze entdeckt, die 
man hernach auch in der Natur findet, und die man ohne diese 
Vorarbeiten nicht gefunden haben würde. Das Gesetz einer arith- 
metischen Reihe fand Galiläi im freien Fall der Körper, und Kepler 
die schon 2000 Jahre bekannte Ellipse in den Bahnen der Ge- 
stirne; Ilallcy (Newton) entdeckte absichtlich die Bahnen der 
Kometen, Adams und Le Verrier die Existenz und den Ort des 
Planeten Neptun, und Schwerd Beugungserseheinungen des Lichts, 
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auch das noch unbekannte Gesetz der Primzahlen mag- in der Natur 
existiren. Cartesius rief eine Mannichfaltigkeit merkwürdiger Ge- 
stalten aus abstracten Zahlen hervor. Und wenn nun hochbegabte 
Männer, denen die Volksbildung so viel zu verdanken hat, wenn 
ein Kepler an Harmonien in den Sternen und Zahlen dachte, 
Pythagoras, um sich aus einem Dilemma zu retten, die Zahlen, 
wie St. Augustin die Null, für das Princip aller Dinge erklärt, 
und auf darin verborgene Mysterien deutet, so ist cs jedenfalls 
sicherer zu gestehen: wir wissen nicht, was jene poetischen 
Bilder und Spiele der Phantasie sagen wollen, als sie sinnlose 
Träumereien zu nennen. 

Die Natur, sagt Plato, übt immer Mathematik. Wirft man 
einen Körper durch die Luft, oder kommt ein Sonnenstrahl zu 
uns, so sind die krummen Bahnen, welche sie beschreiben, nicht 
zufällig, sondern vollkommen bestimmt, wie dies die höhere 
Mechanik bereits gezeigt. In vielen Fällen ist es nämlich den 
Menschen schon gelungen, die Function zwischen Ursache und 
Wirkung der Natur abzulauschen und daraus die Formel abzn- 
leiten, nach welcher die Ursachen wirken, zukünftige Natur- 
Erscheinungen vorauszusagen und auf gegenwärtige aufmerksam 
zu machen, welche der Erfahrung sonst entgehen und nimmer 
bemerkt werden würden. Dies gilt namentlich von den beiden 
vollendetsten Theilcn der Naturwissenschaft, Astronomie und Optik. 

Die Natur schafft und construirt nach unwandelbaren Ge- 
setzen, und diese Gesetze mathematisch aufzufassen, eine Wissen- 
schaft daraus zu bilden, und sich dieselben dienstbar zu machen, 
ist das stete Streben der Naturforscher. Etwrns Regelloses lässt 
sich, von selbst verstanden, nicht in eine unwandelbare Regel 
bringen. Gäbe es also in der Natur keine bestimmte unwandel- 
bare Gesetze, dann wäre auch an keine wissenschaftliche Auf- 
fassung derselben, an keine das wundervolle Spiel der Natur 
begreifende Wissenschaft zu denken. Wo es aber wirkende Ur- 
sachen giebt, da giebt es nothwendig auch Gesetze, nach wel- 
chen die Wirkungen erfolgen müssen, und es wird, w r ie Gauss 
sagt: „der Triumph der Wissenschaft sein, wenn es dereinst 
gelingt, das bunte Gewirr der Erscheinungen zu ordnen, die 
einzelnen Kräfte, von denen sie das zusammengesetzte Resultat 
sind, auseinander zu legen, und einer jeden Sitz und Maass 
nachzuweisen.“ 

Um aber den Zusammenhang zwischen Ursache und Wirkung 
echt wissenschaftlich auflassen zu können, müssen wir offenbar 
erst die dazu erforderliche Wissenschaft haben. — Ohne die 
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vorher erfundene Elementar-Geoinetrie hätten wir unmöglich die 
regelmässigen Gestalten, welche die Natur uns in der Kristallo- 
graphie zeigt, richtig- erkennen und bewundern, noch viel weniger 
einsehen können, weshalb sic von den sogenannten regelmäs- 
sigen Körpern nicht mehr als fünf schaden kann. Ohne die zu- 
vor erfundene Trigonometrie würden wir in der Astronomie, 
Geographie, SchiSTahrtskunde etc. fast noch auf dem Standpunkt, 
der Alten sein, und nicht viel mehr darum wissen. Bevor inan 
nicht das arithmetische Gesetz der Primzahlen durch reine Spe- 
culation gefunden, kann man es auch nicht in der Natur ent- 
decken. 

So ist es nun auch hier. Wollen wir die Construction in der 
Natur, die ausserhalb der Euklidischen Geometrie fallen, wissen- 
schädlich auffassen, so müssen wir erst eine neue Geometrie 
erfinden, und obgleich hieinit schon das Bedürfniss und prac- 
tische Interesse derselben ausgesprochen ist, so muss doch diese 
neue Wissenschad, im Platonischen Sinne, unbekümmert um ihre 
Anwendbarkeit und Nützlichkeit, sich erst selbstständig um ihrer 
selbst willen entwickeln. 

Der Geist muss sich nicht von Aussen, durch niederes In- 
teresse anregen lassen, sondern sich ohne ängstliche Rücksicht 
auf den practischen Nutzen, durch eigene Krad, aus freier Lust, 
von innen heraus entfalten. Componisten, Dichter und Maler 
schaffen auch aus innerem Triebe, unbekümmert ob es practisch 
nützt, oder von der sichtbaren Natur abweicht. Sollte der Com- 
ponist in seinen Melodien durchaus der Natur nacliahmcn, so 
hätten wir gar keine Melodien, und sollten Dichter und Maler 
immer im Sinnenlandc bleiben, so hätten wir nur Copiisten, die, 
je nachdem sie treffen, eine mehr oder minder schöne Hand 
schreiben, aber nichts gäben, was aus einer rein geistigen Quelle 
geflossen wäre ; denn dadurch eben offenbart sich der Geist, 
zum Beweise höherer Heimath, dass er Meister wird über die 
Krade der Natur, und dass er vor Allem etwas erfindet und 
.schafft, was noch nicht da ist. 

Wir sind nun aber am Eingänge der neuern Geometrie; ehe 
wir jedoch den Anfänger einfiihren und ihm den erwähnten 
höchst einfachen Cartesianischen Grundgedanken verrathen kön- 
nen, sind zum richtigem und leichtern Verständnisse erst noch 
einige andere Punkte zu besprechen. 

Im Vorhergehenden sind wir durch theoretische und prac- 
tisclie Gründe belehrt, dass wir den Stoff der zu bildenden neuen 
Geometrie : nämlich neue gesetzinässig gebildete krummlinigte 
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Gestalten, nothwendig selbst erfinden müssen, denselben aus der 
Natur weder nehmen können noch dürfen. Diese Aufgabe muss 
zuerst gelöst werden. 

Neue Gestalten wären nun wohl leicht zu bilden, weil schon 
jeder beliebige Namenzug eine solche sein könnte, und weil er 
nicht durch Zufall entstanden, gewiss auch eine gesetzmässige 
sein würde. Weil wir aber das geheime und verwickelte Spiel 
der Nerven, w elches bei der Bildung eines solchen launenhaften 
Zuges waltete, nicht kennen, so kann derselbe deshalb auch 
keiner wissenschaftlichen Betrachtung fähig' sein, und wir dürfen 
daher nur solche Züge gesetzmässig gebildete nennen, die wir, 
so oft wir wollen, von Neuem ebenso w ieder erzeugen können. 
Dazu ist dann aber offenbar erforderlich, uns des bestimmten Ge- 
setzes, nach welchem unsere construirende Phantasie geleitet wird, 
deutlich bewusst zu sein, und unsere erste Aufgabe kommt also 
darauf zurück, bestimmte Bildungsgesetze zu erfinden. 

Schon eine ganz arme Phantasie könnte in dieser Hinsicht 
etwas schaffen, und leicht einige Bildungsrcgcln ersinnen; z. B. 
die folgenden: 

1. Ein mit seinen beiden Enden in 
zwei Punkten F und G befestigter 
Faden F D G werde mittelst eines 
Stiftes S D straff gespannt und so 
von D nach A, M, M‘, B, D, also 
um die beiden Punkte F G ganz 
herum geführt, alsdann beschreibt 
der den Faden stets straff span- 
nende Stift S D offenbar keine 
zufällige, sondern eine durch die Länge des Fadens und den 
Abstand der beiden festen Pnncte F und G vollkommen be- 
stimmte gesetzmässige krumme Linie, die sogenannte Ellipse, 
welche wir auf dieselbe Weise, so oft wir wollen, wieder be- 
schreiben können. 

2. Ein Kreis (Rad) C w älze 
sich auf einer graden Li- 
nie AB, alsdann wird ein 
beliebiger Punct dessel- 
ben, z. B. der untere, A, 
von unten nach oben und 
dann wieder nach unten kommend, eine durch die Grösse ries 
Kreises C vollkommen bestimmte gesetzmässige krumme Linie 
A M B, die sogen. Cycloide (Radlinie) beschreiben, die sich 





Digitized by Google 






durch besondere Eigenschaften von der vorhergehenden unter- 
scheiden wird. 

3. Eine Linie CA, von unbestimmter 
Länge, drehe sich wiederholt um 
den festen PunctC, zugleich trete 
aus diesem ein anderer Punct m 
und bewege sich so auf der dre- 
henden Linie , dass sein Fort- 
schritt darauf der Drehung stets 
proportional ist, so z. B. dass die 
Fortschreitung lur jeden Grad 
der Drehung ^ Zoll beträgt, als- 
dann wird die spiral- oder schneckenförmige Spur, welche durch 
dieses Gesetz der auf der drehenden Linie C A fortschreitende 
Punct m zu beschreiben genöthigt ist, offenbar eine völlig be- 
stimmte, mit .immer grösseren Windungen ins Unendliche fort- 
gehende krumme Linie C in m' m" .... bilden. 

Und so könnte man, auf diese Weise, leicht noch einige 
andere gesetzmässige Züge mehr ersinnen. Auch sind bereits 
die Alten, namentlich Archimedes und Appollonius, denen diese 
krummen Linien schon bekannt waren, in der Erfindung solcher 
Bildungsgcselze, nicht allein noch einige Schritte weiter gegan- 
gen, sondern sie haben auch, sich mit den blossen Phantasie- 
gebilden nicht begnügend, auf eine sehr scharfsinnige Weise, 
durch Hülfe der gradlinigten Geometrie, manche merkwürdige 
Eigenschaften solcherweise erzeugter Gestalten entdeckt, so z. B., 
dass jede an einen beliebigen Punct M der erstem Figur gezo- 
gene Berührungslinie T t, mit den von den beiden festen Puncten 
F und G dahin gezogenen Linien gleiche Winkel macht, näm- 
lich T M F — t M G, ebenso T' M' F t' M' G etc., welche Eigen- 
schaft dieser Linie (Ellipse) von den Neuern in der Lehre der 
Optik und Akustik practisch benutzt worden ist. (Ein nach einer 
solchen krummen Linie geformtes, sogenanntes elliptisches, glat- 
tes Gewölbe hat z. B. die Eigenschaft, dass alle Schall-, Wärme- 
und Lichtstrahlen, welche von dem einen der beiden festen Puncte 
F, G ausgehen, nach dem andern reflectirt werden. Eine Uhr 
in dem einen Punct, hört man in dem andern Punct deutlich 
ticken. Ist das Gewölbe spiegelglatt, so würde eine mässige 
Hitze in dein einen Punct, ein Stück Schwamm in dem andern 
entzünden u. dgl. in.) 

So schätzbar aber diese Erweiterungen der Geometrie für 
damalige Zeiten schon sein mussten, und so merkwürdig es in 
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geschichtlicher Hinsicht noch ist, dass die Alten (vor 2000 Jahren), 
obgleich mit der gradlinigten Euklidischen Geometrie noch nicht 
mal ganz fertig, schon den Drang fühlten, darüber hinaus zu 
gehen, so war doch ihre Methode zum kühnen und raschen Bau 
einer neuen, hohem Geometrie nicht geeignet. 

Denn erstlich, und dies ist noch der kleinste Vorwurf, leuchtet 
schon dem Anlanger ein, dass das eben benutzte Schöpfungs- 
mittel neue räumliche Grössen zu erfinden, die Phantasie näm- 
lich, zu bald erschöpft sein würde, jedenfalls nicht wissenschaft- 
lich wäre, weil hier die Erfindung eines neuen Bildungsgesetzes 
jedesmal von einem glücklichen Einfall, von einer steten Inspi- 
ration abhängt. Man erfinde auf diese Weise noch hundert, tau- 
send und mehre neue Bildungsgesetze, es muss dies der Phan- 
tasie doch immer schwerer und schwerer werden, und sie muss 
zuletzt ganz ermüden. Es verhält sich hier, gleichnissweise, wie 
in der Arithmetik mit der Zahlenbildung. Wir würden nicht so 
weit zählen können, als wir wollen, wenn wir — was doch noch 
weit leichter sein müsste — für jede folgende Zahl ein neues 
eigenthümliches Wort erfinden müssten; das schon würde die 
lebhafteste Phantasie nicht können. Wir würden nicht so un- 
endlich viele verschiedene Producte bilden können, wenn wir — 
was um nichts schw erer sein könnte — für jedes neue Product 
ein neues Bildungsgesetz erfinden müssten. 

Wii sehen an diesen einfachen Beispielen, dass die Wissen- 
schaft die fruchtbarste Phantasie in der Schöpfungskraft über- 
bietet. Indessen w ollen wir in der Erfindung neuer gesetzmässig 
gebildeter Gestalten keineswegs auf die Gaben der Phantasie 
verzichten, wir können sie, sowohl zu diesem, als zu manchem 
andern geometrischen Zwecke, sehr gut gebrauchen, nur wollen 
wir den Reichthum unserer Wissenschaft an neuen Gestalten 
nicht von ihr abhängen und begrenzen lassen, sondern auf echt 
w issenschaftlichem Wege, eine ron selbst fliessende unerschöpf- 
liche Quelle von Bildungsgesetzen erfinden. Dass es eine solche 
giebt, woraus die grösste Mannichfalligkeit von zahllosen bunten 
Gestalten hervorgeht, und dass sic aus einer ganz fremdartigen 
Wissenschaft, aus der Arithmetik, entspringt, werden wir bald 
sehen, so unglaublich und unmöglich dies jetzt auch noch klin- 
gen mag. 

Der grösste Vorwurf aber, der die ältere Methode trifft, ist 
ihre grosse Schwerfälligkeit und Weitläufigkeit, insofern es auf 
den Hauptzweck, auf die Untersuchung der krummlinigtcn Ge- 
stalten, Entdeckung ihrer Eigenschaften, Ausmessung etc. ankommt. 
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Wir wissen, auf welche indirecte Weise, durch welche höchst 
langweilige und mühsame Rechnungen wir in der Elementar- 
Geonietrie zur Kenntniss des Umfangs und Inhalts des Kreises 
gelangten, einer Figur, welche eigentlich in die höhere Geometrie 
gehört. 

Auf fast ähnliche Weise, wie hier den Kreis, untersuchten 
die Alten alle andern hrummlinigten Gestalten, durch Hülfe der 
Euklidischen Geometrie, und durch ihre schwerfällige, jeden 
kühnen Fortschritt hemmende sog. synthetische und Exhaustions- 
Methode. Jede andere Gestalt erforderte eine andere Betrach- 
tungsweise und neue Kunstgriffe. Die meisten Entdeckungen 
hingen von glücklichen Einfallen, vom Zufall ab. Kurzum, es 
fehlte den Alten eine wissenschaftliche, auf alle gesetzmässig 
gebildete Gestalten anwendbare Untersuchungsmethode. — So wie 
man z. B. in der Elementar-Geometrie nach einer und derselben 
allgemeinen Methode (nämlich durch Zerlegung in Dreiecke) Jen 
Inhalt einer jeden in noch so beliebigem Zickzack gradlinigt 
begrenzten Figur findet, so muss auch in der hohem Geometrie 
eine allgem. Methode erfunden werden, nach welcher man den 
Inhalt einer jeden gesetzm. krummlinigt begrenzten Figur findet; 
eine andere, nach welcher man die Umfange derselben findet etc. 

Solche allgemeine Methoden aber konnten die Alten deshalb 
unmöglich haben, weil zu ihren Zeiten die eigentliche Seele der 
hohem Geometrie, die Analysis, noch nicht geboren war. Selbst 
zu Cartcsius Zeiten, 2000 Jahre später, lag diese, nachher so 
mächtig gewordene, durchlauchtige Analysis, noch in ihren Win- 
deln, und Cartesius selbst konnte unmöglich voraussehen, wie 
weit schon, erst hundert Jahre nach ihm, die Wissenschaft kom- 
men würde, zu welcher er den Grund gelegt. 

Dass die Analysis den Schlüssel zur Erfindung räumlicher 
Grössen, Entdeckung ihrer Eigenschaften, Ausmessung etc. ent- 
hält, kann, ungeachtet der grossen Verschiedenheit der beiden 
Wissenschaften, Arithmetik und Geometrie, doch nicht so un- 
glaublich mehr sein, da wir die Kraft und Hülfe derselben be- 
reits in der Trigonometrie, oder noch früher bei der Anwendung 
der Arithmetik auf Geometrie erfahren, wo wir Eigenschaften 
und merkwürdige Beziehungen unter räumlichen Grössen gleich- 
sam hereusrechneten ; z. B. die Formel zur Bestimmung des In- 
halts eines Dreiecks, aus dessen drei Seiten; so wie die Radien 
der ein- und umgeschriekenen Kreise etc. Auch haben beide, 
bei ihrer grossen Verschiedenheit, in gewisser Hinsicht doch 
auch eine grosse Aehnlichkeit mit einander und man könnte. 
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insofern sich überhaupt das Wesen einer ganzen Wissenschaft 
in wenig Worten zusammenfassen liesse, die eine fast mit den- 
selben Worten, wie die andere, erklären: Die Geometrie ist 
nämlich die Wissenschaft von der Bildung, von den Eigenschaften, 
Ausmessung, Umformung, Zusammenfassung, Theilung etc. der 
räumlichen und die Arithmetik (Analysis) die Wissenschaft von 
der Bildung, von den Eigenschaften, Ausmessung, Umformung, 
Zusammenfassung, Theilung etc. der unstetigen Grössen. Und 
diese Aehnlichkeil und Verwandschaft ist es eben, vermöge wel- 
cher diese beiden Elemente eine Verbindung mit einander ein- 
gehen können, welche Cartesius so geschickt zu vermitteln und 
daraus ein neues Product, die höhere Geometrie zu erzeugen 
wusste. 

Auf welche höchst einfache Weise er dies that, wollen wir 
jetzt zeigen, zuvor aber den Anlanger noch an die Geschichte 
von Columbus Ei erinnern, damit er Cartesius Verdienste, welche 
in jeder Hinsicht nicht geringer, als die des Weltentdeckers sind, 
besser zu würdigen weiss, und nachdem ihm der Gedanke ver- 
rathen, nicht, wie jene einfaltige Grandezza, sagt: das hätte ich 
auch gekonnt. 



Cartesius bei seinen Forschungen in der krummlinigten Geo- 
metrie, durch das schwerfällige Verfahren der Alten belästigt, 
und wohl einsehend, dass er auf diese nachahmende Weise nicht 
rasch vorwärts kommen und kein Licht der Welt werden könne, 
was doch sein fester Wille war, entschloss sich kurz und gut, 
Zirkel , Lineal und Synthesis , mithin die ganze alte Methode 
(unbeschadet der heiligen Ehrfurcht gegen das Alterthum), an 
den Nagel zu hängen und folgende ganz neue analytische Me- 
thode einzuschlagen. 

Sei, möge er gesagt haben, y gleich dem jedesmaligen Be- 
trag, den ein aus der an sich unbestimmten Grösse x beliebig 
gebildeter Grössenausdruck giebt, indem man darin für x aller- 
lei bestimmte Zahlen setzt, sei z. B. 

y — xx 3x — 2 

Nehmen wir in dieser Gleichung, in welcher die beiden Grös- 
sen x, y noch unbestimmt sind, für x einen bestimmten Werth 
an, so wird wegen des Zusammenhangs derselbeu auch die an- 
dere Grösse y einen bestimmten Werth erhalten. 

Selzen wir z. B. statt x die Zahl 2, so wird 
y = 2.2-f3.2-2 
oder y — 8 
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Selzen wir x—-0, so wird ff — — 2: lür x — 1, ist: ff — 2; 
für x = — 1 , wird ff— — 4. Fahren wir so fort, für die an 
sieh unbestimmte Grösse x allerlei, sowohl positive, als negative 
Werthe anzunehmen, und berechnen die jedesmal dazu gehö- 
renden Werthe von y, so erhalten wir zweierlei zusammen- 
gehörende Reihen von Zahlen, z. B. 

für wird Diese beiden zusammengehörenden 

x — 0 ff —-2 Zahlenreihen lassen sich nun auf mehr 
= 1 —2 als eine Weise räumlich mit einander 

= 2 =8 verbinden und versinnlichen, nämlich: 

= 3 = 16 statt durch Ziffern, auch durch propor- 

. . tionirtc Linien darstellen, und deshalb 

als Mittel zur Erzeugung räumlicher 
. . Grössen benutzen. 

= — 1 — — 4 Zieht man nämlich in einer Bild— 

= — 2 — — 4 Ebene eine grade Linie XX von un- 

— — 3 = — 2 bestimmterLänge, und trägt darauf, von 

= — 4 — — 2 einem beliebig darin angenommenen 

festen Punct A aus, nach einer ganz 
. . beliebigen Linear-Einheit,* die ver- 

schiedenen lurx angenoramenenWerthe 
ab, und zwar die positiven nach der einen, z. B. nach der rech- 
ten und dann die negativen nach der entgegengesetzten linken 
* Seite, und ferner an die Endpuncte dieser verschiedenen Werthe 
von x, unter einem und demselben, z. B. rechten Winkel, die 
dazu gehörenden Werthe von ff, und zwar die positiven nach 
der einen Seite, z. B. oberhalb, und dann die negativen unter- 
halb der Linie X X ab, so bestimmen die Enden dieser letzteren 
parallelen Linien eine gesetzmässige Reihe von Puncten M, M' 
NN'... 

Es folgte nämlich aus der Gleichung: 

ff — xx -)- 3x — 2 

für x =....— 5, — 4, — 3, — 2, — 1, 0, 1, 2, 3. . . . 

y = .... +8, + 2, -2, -4, -4, -2, 2, 8, 16.... 

Trögt man nun diese Zahlen, wie angegeben, durch grade 
Linien auf und nimmt deshalb : 

* Lügst man eine beliebig grosse Linie AP die Einheit (1) bedeuten, 
so stellt eine noch mal so lange Linie AP' die Zahl 2, eine dreimal so 
lange Linie AP" die Zahl 3 dar etc. 
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x y x_ y 

AP =1; M P -2; AQ — — 1; NQ = - 4, 

AP' =2; M'P' —8; AQ' -=-2; N'Q' = - 4, 

AP" = 3; M" P" — 16; AQ"=-3; N"Q"=-2, 

AP'"= 4; M'"P"'= 26 ; AQ'"-= — 4; N'"Q'"=-f-2, 

• • 

so kommen die erwähnten Puncte 
MM' ... NN' ... zum Vorschein, 
und man begreift nun leicht, dass 
diese Puncte in einer durch die 
Gleichung: 

y — xx + 3a: — 2 
vollkommen bestimmten krummen 
Linie liegen, lind dass man auch 
alle übrigen Puncte derselben er- 
hält, wenn man die unbestimmte 
Grösse x nicht sprungweise, wie 
hier geschehen, sondern stetig und 
sowohl nach der positiven als ne- 
gativen Seite von dem Puncte A 
an wachsen, gleichsam flicssen lässt, d. h. auch alle zwischen 
a;=0 und x dann zwischen *=-f- 1 und a; = -+-2 etc. 

fallende Werlhe setzt, und die dazu gehörenden y berechnet 
oder berechnet denkt, worauf es hier in rein wissenschaftlicher 
Hinsicht nur ankommt, weil eine mathematische Linie doch nur 
gedacht und nicht versinnlicht werden kann. 

Müsste aber für irgend einen practischen Zweck, etwa um 
darnach zu arbeiten, eine solche Linie nach einem vorgeschrie- 
benen Maasstabe, * der Gestalt und Grösse nach durch ein Bild 
anschaulich gemacht werden, so erhält man dies Bild dem Ideal 
desto ähnlicher, je mehr Puncte man berechnet, indem diese in 
der Regel durch freie Handzeichnung mit einander verbunden 
werden müssen. 

Ehe wir weiter gehen können, müssen wir nun erst die Er- 
klärung von ein paar zur Abkürzung des Vortrags gebräuchlichen 
Kunstwörtern, so wie einige VorbegrilFe vorausschicken. 

* Krümmt' Linien, welche mich einerlei (jleichuug, aber nach verschie- 
denen Mansstahrn constiuirt werden, so wie die vorhergehende und nächst 
folgende, Kann man ähnliche nennen. Diofirfissc des Mnasstabcs hat anC die 
Form und Kigensehaft einer krummen Linie keinen Kiuflnss. 
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I. 

Begriff* der veränderlichen Grössen. 

Da in einer Gleichung zwischen zwei unbestimmten Grössen 
x, y, z. B. in der vorhergehenden 

y = xx-\- 3x — 2 

diese Grössen in verschiedene Zustände kommen, sich ändern, 
so nennt man deshalb beide veränderliche Grössen, und zwar 
heisst die eine von ihnen (x), welche erst bestimmt sein, oder 
beliebig angenommen werden muss, bevor die andere ehren 
Werth bekommen kann, die unabhängig (willkürlich) veränder- 
liche Grösse , die andere (y) aber, welche dann, durch die für 
erstere gemachte Annahme bestimmt ist, die abhängig veränder- 
liche Grösse. In der Regel bezeichnet man die unabhängige 
Grösse mit x, die abhängige mit y. 

II. 

Functionen veränderlicher Grössen. 

Der zuerst von Bernouilli in die mathematische Sprache ein- 
geluhrte Ausdruck: Function * veränderlicher Grössen, bedeutet 
überhaupt irgend einen Zusammenhang derselben oder Abhän- 
gigkeit von einander, also eine arithmetische Beziehung oder 
Gleichung zwischen denselben, durch welche die Grösse der 
einen durch die der andern bestimmt wird und darnach berechnet 
werden kann. 

So ist z. B. in dem vorhergehenden Ausdruck: 
y — xx + 3a; — 2 

die Grösse y eine Function von x; aber auch umgekehrt ist x 
eine Function von y, denn wenn man in obiger Gleichung der 
veränderlichen Grösse y einen bestimmten Werth beilegt, so ist 
dadurch auch der dazu gehörige Werth (oder die Werthe) der 
andern Grösse x bestimmt und zu berechnen, indem man die 
Gleichung (Function) auf x reducirt. 

Um kurz zu bezeichnen, dass eine Grösse von einer andern 
abhängt, schreibt man statt des Wortes Function nur den An- 
fangsbuchstaben F, f, <p oder ein anderes beliebiges Zeichen y, 
X etc. So bedeutet z. B. : y—g (x), (sprich: y gleich Function x), 
dass y eine Function von x ist; und a:=-F(y), dass x von y 
abhängt. Ebenso bedeutet x p (x, y) überhaupt eine zwischen x 
und y Statt findende gegenseitige Abhängigkeit. 

* Montucla histoirc des mathematiques. Tom. III, paß. 265. 
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Es giebt übrigens, wie wir später sehen werden, auch Func- 
tionen von drei, vier und mehren veränderlichen Grössen. 

in. 

Fiiitlieilung- und Benennung' der Functionen. 

Die vollständige Unterscheidung der verschiedenartigen Func- 
tionen, auf welche mathematische Speculationen bisher geführt 
haben, und die sich auf den verschiedenen Bau und die Eigen- 
schaft derselben gründet ( z . B. ganze, gebrochene, grade, un- 
grade) gehört in die Analysis. Hier brauchen wir nur folgende 
davon zu erwähnen: 

1. transcendente Functionen, so heissen alle die, in welchen 
veränderliche Exponenten, Logarithmen, Kreisbögen oder Winkel 
Vorkommen, und die besonders noch, die erstem Exponential-, 
die andern logarithmische und die letztem Kreis -Functionen 
genannt werden. Ferner gehören noch zu den transcendenten 
Functionen, alle nach beliebigen Potenzen einer veränderlichen 
Grösse fortschreitende imendliche Reihen. Transcendente Func- 
tionen sind z. B. (wenn x, y veränderliche, a, b, c. . . aber un- 
veränderliche oder beständige Grössen bedeuten) die folgenden : 

y — a x 
y — a . log x 
y — a.s\nx 

y = a-\-bx-\- cxx -f- dx 3 -j- ... in inünitum 

2. Algebraische Functionen, so heissen alle übrigen, in wel- 
chen also kein Exponent, kein Logarithmus und kein Bogen oder 
Winkel, als veränderliche Grösse vorkommt. Solche sind z. B. 

y— VQaa — xx~) , 
b 

y — ax +» 

Vx 

y b — 3 x* j/3 -f- a — 0. 

3. Die algebraischen Functionen heissen: irrational oder ra- 
tional, je nachdem die veränderlichen Grössen mit einem Wurzel- 
zeichen (gebrochenen Exponenten) behaftet sind, oder nicht. 

Wie man eine irrationale Function, z. B. die drei vorher- 
gehenden rational macht, ist in der Algebra gezeigt (§230). 

4. Die algebraischen rationalen (oder rational gemachten) 
Functionen werden ferner nach Graden unterschieden, welchen 
der grösste Exponent bestimmt, womit eine veränderliche Grösse 
behaftet ist. Kommt ein Product aus veränderlichen Grössen darin 
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vor, so wird bei Bestimmung des Grades, die Summe ihrer Ex- 
ponenten fiir einen gerechnet.* So ist z. B. unter den folgenden 
Functionen No. 1 vom ersten; 2,3 vom zweiten; 4,5 vom drit- 



ten Grade: 

y — ax-\b ( 1 ) 

y = xx -j- 3x — 2 ( 2 ) 

yy — 2 ax — xx ( 3 ) 

yy =x-\-yyx ( 1 ) 

xxy-{- 3 yy — a — - 0 ( 5 ) 



IV 

Coo rdl natcu-S y st ein e. 

Wir haben vorhin erw ähnt, dass man jedes Paar zusammen- 
gehörender stetig aufeinander folgender Werthe, welche aus 
einer Function zweier veränderlichen Grössen fliessen, auf mehr 
als eine Weise räumlich verbunden darstellen und daraus krumme 
Linien erzeugen könne. Da aber die bisherige Praxis sich im- 
mer noch mit zwei dieser Vcrfahrungsweisen, nämlich Construc- 
tion nach sogen. Parallel- und Polar- Coordinatensystemen be- 
holfen hat, so dürfen wir auch nur diese beiden hier erklären, 
1 . Parallel - Coordinaten. Construirt man eine Function 
zweier veränderlichen Grössen, z. B. 

y — xx -{- 'Sx — 2 

auf die vorhin angegebene Weise, so nennt man die auf der Linie 

XX von A aus abgeschnittenen, 
den verschiedenen positiv und ne- 
gativ genommenen Werthen (Zah- 
len) der willkürlich veränderlichen 
Grösse x entsprechenden Stücken 
AP, AP'; AQ. . . die Abscissen, und 
die dazu gehörigen, den verschie- 
denen y proportionirten parallelen 
Linien MP, MT'; ON. . . die Ordi- 
nalen , und je zw ei solcher verbun- 
denen Linien AP, MP; PA', M'P', 
die Coordinaten der entsprechen- 
den Puncte. So ist z. B. AP == 1 die 
Abscisse und MP — 2 die Ordinale 
des Punctes M. 

möge der Anfänger Folgendes nehmen: 
Da y eine Function von r, so sei für ein bestimmtes . r , der zugehörige Werth 
von j, — mr, alsdann könnte man /.. It. die fünfte (ileichung so schreiben: 
x.r . «ix -f- 3 yy — n 0. oder: mx 1 -|- 3yy — n l>, mithin eine (ileieliung 
vom dritten Grade. 
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Der beständige Winkel (MPX=M'P‘X= . .), unter welchem 
die Coordinalen mit einander verbunden sind, und der, wenn 
nicht besondere Umstände ihn bestimmen, ein ganz beliebiger 
sein kann, heisst der Coordinalen- Winkel. Ist dieser ein rechter, 
so heissen die Coordinalen recht -winklige, ist er ein spitzer 
oder stumpfer, so heissen sie schief-winklige. 

Der feste Pnnct A heisst der Anfangspunct der Coordinalen. 

Die durch den Anfangspunct gellende Linie XX, auf welcher 
in der Regel nach der rechten Seite die für x gesetzten posi- 
tiven, und nach der linken Seite die für x gesetzten negativen 
Zahlen , durch die ihnen proportionalen und entsprechenden 
positiven oder negativen Abscissen abgetragen werden, heisst 
die Abscissen-Linie oder Abscissen-Achse. 

Die zu den verschiedenen Werthen von x gehörenden posi- 
tiven Werthe von y trägt man in der Regel über, und dann die 
negativen Werthe von */, unter der Abscissenlinie, durch pro- 
portionirte und ihnen entsprechende positive oder negative Or- 
dinate» auf. 

Denkt man sich noch eine grade Linie Y'Y durch den Anfangs- 
punkt, parallel mit der Ordinalen -Richtung gezogen, so nennt 
man diese Linie die Ordimien-Arhse. Man kann nämlich auch, 
statt die Ordinalen MP, M'P'... unmittelbar an ihre Abscissen 
AP, AP'... anzutragen, dieselben erst auf die Ordinaten-Achsc 
abstecken, AG, AG'... dann durch G die Linie GM parallel mit 
der Abscissen- Achse und durch P die PM, parallel mit der 
Ordinaten-Achse, ziehen, deren Durchschnitt dann auch die Lage 
des Punktes M bestimmt. Es ist nämlich einleuchtend, dass die 
Lage eines Punktes gegen zwei Achsen durch die Grösse und 
Vorzeichen seiner Coordination vollkommen bestimmt ist, und 
dass der Winkel Y'AX, den die positiven Seiten der Achsen mit 
einander machen, den Coordinalen- Winkel bestimmt. 

* 2.- Polar-Coordinalen. Statt die paarweise zusammengehö- 
rigen Werthe zweier abhängig veränderlichen Grössen durch 
gradlinigte (parallel) Coordinatcn darzustellen, kann man diesel- 
ben auch durch sogen. Polar-Coordinalen räumlich mit einander 
verbinden, indem man die verschiedenen Werthe , welche die 
unabhängig veränderliche Grösse durchlaufen kann, statt auf einer 
graden Linie, auf einem beliebigen (jedoch in der Regel mit der 
Liniar-Einheit beschriebenen) Kreise, von einem beliebig darin 
genommenen Anfangspunct A aus, und zwar die positiv gesetz- 
ten Werthe. als Abscissen, nach der einen (rechten), und die 
negativen nach entgegengesetzter (linker) Seite herum, durch 

■i 
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proportionale Bögen abträgt, und dann die dazu gehörenden 
Werthe der abhängigen Grösse auf der, vom Mittelpunkt P des 
Kreises, hier Pol genannt, nach dem Endpunct des abgesteckten 

Bogens leitenden Linie, dem sogenann- 
ten radius vector (Leitstrahl), abmisst. 

Sei z. B. (indem wir wie üblich die 
abhängig veränderliche Grösse mit r 
(radius vector) und die unabhängig 
veränderliche Grösse mit einem Bogen- 
zeichen w andeuten) die Polar-Gleichung: 
r == Iwio 

nach angegebenem System zu construi- 
ren. 

Beschreiben wir zuerst mit einer 
beliebig angenommenen Liniar-Einheit 
PA = 1 einen Kreis, (dessen Umfang 
also = 2 n solcher Einheiten = 6.28..) 
0, i 1, + 2, + 3, .... + 2n, + (27i -f- 1). . . . 

(2ti -f- l) 2 




für: w ■■ 
ist: r = 0, 



i, 2, 44, 



2^7T, 



Nehmen wir nun A als Anfangspunct des Abscissen-Kreises 
und darauf u> = -f- 1= AB, und tragen die hiezu gehörige Länge 
des Radius vectors r = £ = PM, auf dem vom Pol P durch B 
gehenden Leitstrahl PR ab, so ist durch diese beiden Polar- 
coordinaten AB und PM die Lage des Punctes M bestimmt. Ebenso 
erhält man den Punct M', wenn man die zu tr = -f- 2 = AB' 
gehörende Länge r — 2 — PM', auf dem vom Pol durch B' lei- 
tenden Strahl abträgt. So kann man nun fortfahren, erstlich bis 
«7 = 27r, und dann den Abscissenkreis, als wenn er unendlich 
wäre, immer von neuem wieder durchlaufen, indem man die 
schon gemachten Umläufe mitrechnet, also auch 
io = + (2« -)- 1), + (271 -f- 2), + (27t -f- 3) . . . . + («7i -f- 1) . . . 
setzt, und die dazu gehörenden, gleichfalls wachsenden Leit- 
strahlen berechnet. 

Für w — — 1 — AQ ist r = 4 = PN, etc. 

Man sieht nun leicht, dass wenn man die Kreisabscissen nach 
beiden Seiten herum, nicht sprungweise, sondern stetig w achsen 
lässt, dann auch der Radius vector stetig wächst, und ein durch 
die Polargleichung 

r = iww 

vollkommen bestimmter Zug entsteht, der, weil für w = 0 auch 
r = 0; und weil (— w>) 2 = (-[- w) 2 , aus zwei vollkommen 
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gleichen Zweigen besteht, die beide vom Pol ausgehen, und sich 
in unzähligen Windungen um denselben herumziehen. Wir haben 
hier von jedem der beiden entgegengesetzten Zweige nur eine 
halbe Windung gezeichnet, was zur Erklärung und vorläufigen 
Andeutung des Stoffes, wovon später gehandelt werden soll, 
genügt, 

3. Man kann sich, wenn man will, sowohl die nach diesem 
als nach dem vorher erklärten Coordinaten- System erzeugten 
Züge, auch durch stetige Bewegung eines Punctes beschrieben 
denken und zwar, nach dem Polar- System, indem man sich 
vorstellt : ein Leitstrahl PR, von unbestimmter Länge, drehe sich 
wiederholt um den Pol (Drehpunkt), während zugleich ein Punct 
M mit einer durch die Gleichung vorgeschriebenen Geschwin- 
digkeit auf ihm fortgleitet, und somit genöthigt ist, einen gesetz- 
massigen Zug zu beschreiben. Nach dem Parallel-System , in- 
dem man sich vorstellt: eine grade Linie, die Ordinate PM, gleite 
parallel mit der Ordinaten-Achse an der Abscisscn-Linie hin, 
während zugleich ein Punct M sich in der Ordinaten-Richtung, 
nach dem von der Gleichung vorgeschriebenen Gesetze bewegt, 
alsdann bildet die Spur, welche der Punct M zurücklässt, einen 
gesetzmässigen Zug. Wir müssen indessen bemerken, dass diese, 
aus der Mechanik entlehnten Begriffe, Betregung und Geschwin- 
digkeit, streng genommen, nicht in die reine Geometrie gehören 
und nur darin tolerirt werden. Und obgleich diese Vorstellungen 
auf die Erfindung sinnreicher Werkzeuge, so wie auch auf In- 
strumente führen können, mittelst welcher man, wie wir später 
sehen werden, manche aus Gleichungen entspringende Gestalten 
eben so leicht wie den Kreis mit einem Zirkel beschreiben kann, 
so wollen wir doch zugleich bemerken, dass zu diesem Zweck, 
wenn es auf möglichste Genauigkeit ankommt, das Construiren 
durch Berechnen und Aufträgen der Coordinaten, wenn auch prac- 
tisch langsamer und mühsamer, doch genauer und sicherer ist. 

V. 

ITIaimiclifaltigkeit krummer Union. 

Um nur vorläufig eine Vorstellung von der unendlichen Man- 
nichfaltigkcit krummer Linien zu geben, und durch Beispiele zu 
zeigen, dass schon die Züge, welche aus algebraischen Gleichun- 
gen von nur verschiedenem Grade hervorgehen, verschieden sind, 
wollen wir einige bestimmte Functionen zweier veränderlicher 
Grössen aufstellen, jedoch den Lauf der daraus entspringenden, 

2 * 
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auf rechtwinklige Coordinaten bezogenen Züge, nur durch so 
viele Puncte verfolgen als notlnvendig ist, die Verschiedenheit 
derselben bemerklich zu machen. Wir werden zugleich sehen, 
dass nach Beschaffenheit der Function dieselbe entweder eine 
stetig ins Unendliche fortlaufende, oder eine begrenzte krumme 
Linie giebt, eine continuirliche, oder discontinuirliche, d. h. die 
aus zusammenhängenden, oder getrennten Zweigen besteht; dass 
aus einer, Gleichung nur Puncte oder auch nichts hervorgehen, 
und endlich, dass dieselbe aus mehren andern Gleichungen zu- 
sammengesetzt sein und die einzelnen Züge derselben zugleich 
enthalten kann. 



A. 



B 

0," 0.' 4 C / 



Wir nehmen zuerst eine beliebige Function ersten Grades, z. B. 

y = 2x + 1 

Sei XX die Abscisscn-Achse und A der Anfangspunct recht- 
winkliger Coordinaten. , 

Selzen wir nun in obi- 
ger Gleichung: 

a: = 0, 1, 2, 3 . . . 
so wird y — 1, 3, 5, 7 . . . 
Setzen wir: 

£,— 1 ,— 2 ,— 3 ,. 
so wird y=0, — 1 , — 3,— 5, . 

Es ist nämlich für x = 0, . 
y — 1 — AB, also B der 
Punct, in welchem der aus 
der obigen Gleichung ent- 
springende Zug die Ordi- 
naten-Achse schneidet. Um 
nun auch zu finden, ob und 
in welchem Abstande vom 
Anfangspunct er die Ab- 
scissen - Achse schneidet, 

C welche beiden Durch- 
schnittspuncte der Achsen 
man bei der Construction 
eines Zuges gewöhnlich zu- 
erst zu bestimmen pflegt,) bedenke man, dass in diesem Durch- 
schnittspunct die Ordinate y— 0 ist, und also ein solcher Werth 
für x gesucht werden muss, für w eichen y, oder der ihm gleich- 
geltende Ausdruck 2x -\- 1, Null w ird. Wir setzen deshalb 
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2x +1—0 
woraus: x % 

für diesen Werth von x = — 1 — AC wird die Ordinate y = 0, 
und C ist folglich der Durchschnittspunct unsers Zuges mit der 
Abscissen- Linie. Für immer grösser werdende positive und 
negative Abscissen erhält man immer grössere positive und negu- 
live Ordinalen. Der Zug (dessen nähere Beschaffenheit wir hier 
noch nicht untersuchen wollen) geht also stetig, sowohl ober- 
halb, als unterhalb der Abscissen-Linie ins Unendliche fort. 



B. 



Gleichungen zweiten Graden. 

1. Es sei zuerst die Gleichung 

yy -{- xx — 16 — 0 

durch rechtwinklige Coordinaten zu construircn. 

Sei XX die Abscissen-Linie und C der Anfangspunct. 
Reduciren wir obige Gleichung auf die abhängig veränder- 
liche Grösse y, so kommt: 

— r<16 — xx) 

Um zuerst zu bestimmen, ob 
und wo der Zug die Ordinaten- 
Achse schneidet, setzen wir 
x = 0, alsdann ist: y — V 16 
= + 4 (weil jede grade Wurzel 
sowohl positiv, als negativ sein 
kann). Nehmen wir also CD = 
-}- 4 und CE = — 4, so sind 
D und E die beiden gesuchten 
Puncte, in welche die Ordinaten- 
Achse geschnitten wird. 

Um nun auch die Durchsclmittspuncte in der Abscissen-Linie 
zu finden, wo y — 0 ist, setzen wir 

^(lG — xx~) = 0 
hieraus: sc = + 4 

für x — -j- 4 und auch für x — — 4 wird y — 0. Nehmen wir 
also x ~ CB = + 4 und x = CA = — 4, so sind A und B die 
Durchschnittspunctc in der Abscissen-Linie. 

Für alle Werthe von x, die grösser als + 4 sind, giebt es 
keine Ordinaten (weil für x >■ + 4, y iniaginair wird). 

Für alle gleich grossen entgegengesetzten Abscissen, von 0 
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bis + 4, erhält man zwei gleiche entgegengesetzte Ordinalen, 
die mit wachsenden immer kleiner werden, nämlich: 
für x ■= 0, + 1, + 2, + 3, + 4 

ist y = + 4, ± V 15, ±V\2,± VI, 0 
Man sieht also, dass diese krumme Linie zweiten Grades 
eine geschlossene oder begrenzte ist. 

2. Sei noch die Gleichung zweiten Grades 
yx = 10 



zu conslruiren. 

Reduciren wir sie auf y, so ist: 



10 




fiir x = 0, f tVtt, Vu, 1, 2, 3, 4, 5, 

i I y = oo , 1000 , 100 , 10 , 5, 34, 24 , 2 , 



10 ,... 100 ,... 1000 . ... 

li i 

J 5 • • • T1TJ • • • rTiTTTI’ • • • 



Für immer wachsende positive und negative Abscissen wer- 
den die dazu gehörigen positiven und negativen Ordinalen im- 
mer kleiner und kleiner; für abnehmende Abscissen hingegen 
immer grösser. Sowohl der unterhalb als der oberhalb der 
Abscissen-Linic liegende gleiche Zweig der krummen Linie nä- 
hert sich also den Coordinaten-Achsen immer mehr und mehr, 
ohne sie jedoch zu erreichen, jedenfalls können sie dieselben 
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nicht schneiden; beide Zweige liegen nämlich in zwei gegen- 
über liegenden Winkeln, und können deshalb offenbar nicht 
stetig (continuirlich) mit einander Zusammenhängen. Sie schauen 
sich einander an; die eine Linie ist gleichsam das Spiegelbild 
der andern. Weil sie aber beide aus einer einzigen Gleichung 
entspringen, die sich nicht in zwei andere zerlegen lässt, wo- 
von jede einen Zweig für sich gäbe, so betrachtet man deshalb 
beide Zweige, weil doch durch das Band ihrer gemeinschaft- 
lichen Gleichung ein gewisser Zusammenhang unter ihnen Statt 
findet, als zu Einer Linie gehörend, die man deshalb eine dis— 
continuirliche (unzusammenhängende) nennt. Ebenso heisst auch 
bei rein analytischen Betrachtungen die Function yx-= 10, so 
wie jede andere, aus welcher ein discontinuirlicher Zug hervor- 
gehen würde, eine discontinuirliche Function. 

Da die beiden vorhergehenden Linien, so wie auch die in 
IV, 1 nach der Gleichung y — xx -f- 3x — 2 construirte, alle 
vom zweiten Grade sind, so bemerkt man schon hier, dass selbst 
krumme Linien von einerlei Grad, an Gestalt sehr verschieden 
sein können. 

C. 

Die transccndentc Gleichung 

y -= (V -s- ly 

giebt construirl nur Puncte 




Es ist z. B. für 

x = 0, y — (V — 1)° — 1 

x = + 1 , y = (V — l) 1 (imaginair) 
x = ± 2 , y = (K - 1) 2 = - 1 
x = + An, y — (V — l) 4 " — 1 ( s. Algebra § 330) 
x — An + 2 , y — (y~ l) 4 " + 2 = - 1 

x = y = V- 1 = -1 

®=±f, y=y 1==1 

Und diese Puncte liegen offenbar alle in einer mit der Ab- 
scissen-Achse parallelen Linie, und zwar (weil man für x alle 

möglichen Zahlen An ~ ^r i e,c ’ £ cselzt < ^ en * ten 
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muss) rücken sie immer naher und naher an einander, ohne 
deshalb eine stetige Linie zu bilden. 

0 . 

Die Gleichung 

V = 3 -f t'X— 4xx) 

giebt für jeden reellen Werth von x>-0, ein iinaginaires y, 
also keine Linie, sondern nur einen l’unct in der Ordinaten- 
Achse. Es ist nämlich für x = 0, y— 3. 



E. 



* Die Gleichung vierten Grades 

V* + (2xx — 5) yy -j- xx (xx — 5) -j- 4 =• 0 (1) 

giebt (Algebra § 231) 

y * 4- (2xx — 5) yy = — xx (xx — 5) — 4 



4 i /•> i (2xx— 5\ 2 (2xx— 5) 2 ... . 

y* + (2xx - o) yy -|- ^ J i - x* -f- 5xx-4 

, 2xx — 5 + r 9 

yy 4 — 2 — “ ~2 

, •") (23 



Werden beide Vorzeichen + berücksichtigt, so giebt die Con- 
slruction zwei krumme Linien. 




Denn für jeden Werth von x 
erhält man vier Werlhe für y, wo- 
von jedoch, sobald x>- -J- 1, ge- 
nommenwird. zwei imaginair wer- 
den. 

Selzen wir z. B. x = i ==• CP, so 
ist, für das obere Zeichen von + 3, 

y — V i 1 , 9 welche 

Werthe die Ordinalen PM, PN dar- 
stellen. Nehmen wir von + 3 das 
untere Zeichen, so ist für dasselbe 
x= 4 = CP, y ~ 1 i =+ 0, 8 6. . . 



(Pm, Pn) etc. 

Es erhellt nun leicht, dass aus obiger Gleichung (2) die eine 
der beiden Linien A D B E entspringt , indem wir für alle + x 
stets das obere Zeichen von H- 3 nehmen, mithin die Gleichung 

y *= L'(4 — xx) (3) 

construiren. und dass die andere Linie adbe erscheint, indem 
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wir für dieselben + x stets das untere Zeichen von + 3 neh- 
men, oder die Gleichung 

y-=^VO — xx~) (4) 

construiren. 

2. Ein jedes Gebilde, welches aus mehren Linien besteht, 
von welchen aber jede aus einer besondern Gleichung erhalten 
werden kann, nennt inan zur Unterscheidung von den disconti- 
nuirlichen Linien zusammengesetzte Linien. Ebenso heisst auch 
die Gleichung, welche sie alle zugleich enthält, eine zusammen- 
gesetzte Gleichung, und eine solche ist dann immer ein Product 
aus den auf 0 reducirten Gleichungen der einzelnen Zöge. 

So ist z. B. die Gleichung Cf!) nämlich 

y 4 + (2xx — 5) yy -f- xx C xx — 5) -{- 4 — 0, Cl) 

aus der Multiplication der beiden auf Null reducirten Gleichun- 
gen (3) und (4) entstanden, weshalb sic auch wieder in diese 
Factoren zerlegt werden kann. 

Obige Gleichung lässt sich nämlich, in Factoren zerlegt, auch 
so schreiben: 

Cyy -f xx - 4) Qyy -f xx - 1) = 0 (5) 

Um nun deutlich einzuschen, dass die Gleichung Cl) die- 
selben Züge enthält, welche die beiden Gleichungen C3) und C4) 
geben, bemerke man Folgendes: 

Die Gleichung Cl) oder, was dasselbe ist, die Gleichung C5) 
fordert, zu beliebig angenommenen Werthen von x, solche Werthe 
von y zu bestimmen, welche derselben Genüge leisten. Dies 
kann nun, wie die Gleichung C5) zeigt, auf zweifache Weise 
geschehen; einmal, indem man zu beliebigen Werthen von x 
die zugehörigen y, so nimmt, dass immer der Factor yy-\-xx — 4 
gleich Null wird, nämlich: 

yy xx — \ — 0 

also: yy 4 — xx C6) 

und ein andermal auch, indem man zu denselben Werthen von 
x , y so nimmt, dass der andere Factor 

yy -f xx — 1 = 0 

also : yy — 1 — xx C7) 

Die Gleichung C6) giebt construirt die Linie AD BE und die 
Gleichung C7) die andere Linie adbe. 
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3. Hiedurch unterscheiden sich nun deutlich die zusammen- 
gesetzten Gleichungen von den discontinuirlichen. Eine discon- 
tinuirlichc Gleichung gicbt construirt unzusammenhängende Züge, 
lässt sich aber nicht in solche Factoren zerlegen, von welchen 
jeder einzelne einen derselben besonders gäbe. 

4 Hiernach ist nun auch klar, dass wenn man mehre ver- 
schiedene auf Null reducirte Functionen zweier veränderlichen 
Grössen x, y, in Zeichen: 

<f O, y) = 0 
'/' O, y) = 0 
X O, y) = 0 



von welchen jede eine besondere Linie enthält, über einerlei 
Coordiuaten -Achsen construirt, dann das Product aus diesen 
Gleichungen, nämlich : 

<p ... 

auf dieselben Coordinaten-Achsen bezogen, alle jene Linien, in 
derselben Ordnung, auf einmal giebt. 

F. 

Nun aber wird der Anfänger, der nur einige analytische 
Vorkenntnisse hat, begreifen, dass schon alle algebraischen, nur 
dem Grade nach, verschiedene Functionen zweier veränderlichen 
Grössen, z. B. 

y — (ix -j- b 

y — axx -j- bx -)- c 

y — ax 3 -j- bxx -f- rx-j- d 

durch Parallel-Coordinaten construirt, rerschiedene krumme Linien 
geben müssen (ohne noch die verschiedenen Linien zu erwäh- 
nen, welche, wie wir in B 1, 2, gesehen, schon aus Gleichun- 
gen einerlei Grades, so wie aus trnnscendenten und Polar-Glei- 
chungcn entspringen). Und da man nun durch blosse Steigerung 
des Exponenten der veränderlichen Grössen den Grad der al- 
gebraischen Functionen ins Unendliche steigern kann, so ist klar, 
dass die erste Aufgabe unserer neuen Geometrie: eine uner- , 
schöplliche, von den zufälligen Gaben der Phantasie unabhängige 
Quelle von Bildungsgesetzen für neue räumliche Gestalten zu 
erfinden, durch die allgemeine Zauberformel 

y ~= <f (x) 
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vollkommen gelöst ist, und dass uns dieselbe, insofern cs auf 
die nähere Betrachtung dieser Gestalten ankommt , mehr Stoff 
giebt, als man je wird bearbeiten können. 

VI. 

Dasein und Entdeckung- der #.u einer uaeli 
irgend einem incelianiselicn Gesetz entstan- 
denen Linie, gehörenden Gleichung. 

Wenn eine Linie nicht nach einem analytisch ausgedrückten 
Gesetz, d. h. nicht aus einer Gleichung zweier veränderlichen 
Grössen durch Construction der Parallel- oder Polar-Coordinaten, 
sondern nach irgend einem mechanischen Gesetz entstanden ist, 
wie z. B. eine der drei, Seite 7 erwähnten Linien (Ellipse, Cy- 
cloide, Spirale), sollte es dann wohl allemal, für eiuc solcher- 
weise gebildete Linie, eine Gleichung geben? mit andern Wor- 
ten: kann man sich eine irgend wie gesetzinässig gebildete 
Linie immer als in einer Function veränderlicher Grössen ent- 
halten und daraus, durch Construction derselben hervorgegangen 
denken? — Und wenn eine solche Function wirklich e.vislirl, 
kann man sic auch immer finden, — lässt sich das mechanische 
Gesetz, nach welchem eine Linie entstanden, oder auch ein 
gegebenes, sie bestimmendes Merkmal, in analytische Sprache 
übersetzen und durch eine Gleichung ausdrückcn? 

Die erste Frage, nach der Existenz einer solchen Gleichung, 
muss aus folgenden Gründen bejaht werden: 

1. Die Analysis lehrt, dass schon nur dem Grade nach ver- 
schiedene algebraische Functionen zweier veränderlichen Grössen 
verschiedene Linien geben müssen. Nun giebt es aber solcher 
Functionen unendlich viele; denken wir uns ausserdem noch 
die ebenfalls zahllose Menge Linien, welche aus transcendenlen 
Functionen, so wie die, welche aus algebraischen Functionen 
einerlei Grades entspringen (und deren Zahl mit dem Grade 
wächst),* so könnte man schon hieraus schliessen, dass unter 
dieser unendlichen Menge Linien gewiss auch die fragliche — 
welche sic auch sein möge: Ellipse, Cycloide, Spirale, Kreis, 
grade Linie etc. enthalten sein, mithin auch eine Gleichung für 

* Gleichungen 1. Grades gehen nur eine Art Linie, Gleichungen 2. Gra- 
des vier verschiedene Arten, aber nach Newton's, Eulcr's und I’lücker'» 
rntcrsncluingcn kann man aus Gleichungen 3. Grades schon an siebzig ver- 
schiedene Linien erzeugen. Wie mag wohl die Zahl der Linien mit dem 
Grade wachsen? 



Digitized by Google 



28 



dieselbe existiren müsse. Verständlicher möchte aber folgender 
Grund sein. 

Durch das Gesetz, nach welchem irgend eine Linie (Ellipse-, 
Cycloide-Krcis etc.) gebildet worden, sind im Voraus die Lagen 
ihrer Puncte vollkommen bestimmt, und zwar gegen eine feste 
grade Linie und einen festen Punct in ihr, die beide entweder 
durch den Zug selber bestimmt, oder bei Bildung desselben zu 
Grunde gelegt, oder auch willkürlich angenommen worden und 
auf welche die Lage aller Puncte, sowohl durch Parallel- als 
auch durch Polar-Coordinaten bezogen werden kann. 

Entsteht z. B. eine krumme Linie auf die vorhin erwähnte 
Weise: dass ein mit seinen beiden Enden in zwei Puncten F 
und G befestigter Faden FMG mittelst eines Stiftes angespannt, 
und so um die beiden festen Puncte F G ganz herumgefiihrt wird, 




so ist uns hier die durch die beiden festen Puncte F G be- 
stimmte Richtung XX, die wir als Abscissen-Linic nehmen kön- 
nen, durch die krumme Linie A M B selbst gegeben, so wie auch 
ein fester Punct in XX, z. B. F oder G oder auch die Mitte C 
derselben, die wir als Anfangspunct der Coordinaten nehmen 
können. — Ausserdem sind hier mit dem Bildungsgesetz der 
krummen Linien zugleich zwei, das Maass derselben bestim- 
mende Grössen gegeben, nämlich: die Länge des ganzen Fadens 
FM + MG und der Abstand der beiden festen Puncte F G, welche 
beide Grössen sich nicht ändern, und deshalb auch beständige 
Grössen genannt werden. 

So wie wir nun vorhin unbenanntc Zahlen durch proportio- 
nirtc Linien darstellten, so können wir jetzt auch umgekehrt 
die hier gegebenen Grössen und eine beliebig genommene (po- 
sitive und negative) Abscissc mit einer ganz beliebigen Liniar- 
Einheit ausmessen und ihre Grösse durch unbenaunte Zahlen 
ausdriieken. Bezeichnen wir der Kürze w’cgcn die nach dieser 
willkürlich gewählten Liniar - Einheit ausgedrückte beständige 
Länge des ganzen Fadens FM -f- MG mit l, den Abstand der 
Puncte F G von der Mitte C mit c, und messen nach derselben 
Liniar-Einheit eine beliebig grosse Abscisse CP = a; ab, so ist 
klar, dass die Zahl Einheiten, der zu diesem x gehörigen, nach 
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demselben Maasse ausgedrückten senkrechten Ordinate MP — y, 
nicht mehr beliebig, sondern durch das Bildungsgesetz der krum- 
men Linie, durch das Maass derselben (7, e) und CP = a: voll- 
kommen bestimmt ist. Mit andern Worten: es muss durchaus 
zwischen den Zahlen y und l, e, x eine arithmetische Beziehung, 
ein analytisches Gesetz 

y = <fO, e, *) 

Statt finden, vermöge welches man erstere (y) aus letztem (7, e, r) 
berechnen kann. 

Eine solche Gleichung exislirt in jedem Falle für jede gesetz- 
massig gebildete räumliche Grösse. Ob sic aber auch immer 
gefunden werden kann, das ist eine andere Frage. Immerhin 
würde aber das Nichtkönnen nur Mangel an Scharfsinn und Un- 
kunde der Analysis beweisen: 

Um das Gesagte durch ein Beispiel noch mehr zu erläutern, 
wollen wir einmal die Gleichung iur eine bestimmte auf mecha- 
nische Weise entstandene krumme Linie aufsuchen, jedoch noch 
nicht für die vorhergehende, sondern weil die Sache dem ersten 
Anfänger noch zu fremdartig ist, des leichtern Verständnisses 
halber, erst für eine, uns aus der Euklidischen Geometrie be- 
reits bekannte krumme Linie, nämlich für den Kreis. 

Auf mechanische Weise wird bekanntlich ein Kreis gebildet, 
indem man eine grade Linie von beständiger Länge AC (den 
Radius]) um den einen Endpunct C sich drehen und den andern 
Endpunct A die Kreislinie beschreiben lässt. 

Aus dieser Entstehungswei.se 
der Kreislinie folgt sogleich das 
sie bestimmende Merkmal: dass 

alle ihre Puncte M, m, n, N 

gleich weit vom Mittelpunct ent- 
fernt sind. Und aus diesem Merk- 
mal können wir nun leicht ihre 
Gleichung finden. 

Nehmen wir einen beliebigen Durchmesser AB als Abscissen- 
Richlung und C als Anfangspunct, so können wir hierauf die 
Lage, eines jeden beliebigen Punctes M durch rechtwinklige Co- 
nrdinaten beziehen. 

Betrachten wir nämlich die Abscissen, die wir von C aus 
nach zwei entgegengesetzten Richtungen nehmen können, nach 
der rechten Seile CP als positiv (direct), nach der linken Seite 
CO als negativ (invers), ferner die oberen Ordinatcn MP. NQ 
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als positive, die untern »iP, «0 als negative, so findet (weil 
sowohl von negativen als positiven Grössen alle graden Potenzen 
positiv sind) vermöge des Pythagoreischen Lehrsatzes zwischen 
den Coordinaten eines beliebigen Punctes M und dem vorn Mittel— 
punct dahin gezogenen Radius CM immer folgende Gleichung Stall : 

MP* -f- CP 2 — MC* 

also auch, wenn man diese Linien mit einerlei Einheit ansge- 
messen, in Zahlen aufgelöst denkt, MP — y, CP^.r, und den 
beständigen Radius CM — r setzt: 

21 y 4- xx =--= rr 

und dies ist nun die geforderte Gleichung des Kreises, nach 
welcher man die eine veränderliche Grösse aus der andern be- 
rechnen kann, und durch deren Construction der Kreis wieder 
erscheinen muss. Diese unwandelbare Gleichung gilt offenbar 
für alle Puncte des Kreises, ihre rechtwinkligen Coordinaten 
mögen positiv oder negativ sein. 

Es ist nämlich klar, dass, wenn man die in der Gleichung 

yy -j- xx — rr 

y = Krr — xx 

worin r eine beliebige aber beständige Zahl bedeutet, z. B. 
r — 3, enthaltene krumme Linie, auf rechtwinklige Coordinaten 
bezogen, ganz construirt, indem man die unabhängig veränder- 
liche Grösse x alle möglichen Werthe von 0 bis 4* r und von 
0 bis — r durchlaufen lässt, und die zu diesen unzähligen Zu- 
ständen von x gehörigen Werthe von y berechnet, oder, worauf 
es hier nur ankommt, berechnet und aufgetragen denkt, dann 
alle Puncte eines Kreises, dessen Radius = r, richtig zum Vor- 
schein kommen; kurzum, dass in obiger Gleichung: yy-\-xx—rr 
das Bild eines Kreises wirklich enthalten, und folglich diese 
Gestalt in einem analytischen Begriff gefasst ist, durch welchen 
wir uns aus dem Gebiete der Anschauung, aus einer Sinnen- 
welt, in eine rein geistige Begriffswelt gehoben sehen, und dass 
ein der analytischen Sprache Kundiger das in den paar Worten 

yy + xx — rr 

begriffene Bild, ohne es je gesehen zu haben, sogleich erkennt 
und es darnach darstellen und versinnlichen kann. 

Und so wie hier den Kreis, kann man — wie wir später 
lernen werden — auch andere gesetzmässig gebildete Linien — 
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ja selbst, wenn man die Mühe nicht scheuen wollte, jede Gestalt, 
deren Bildungsgesetz man gar nicht kennt, z. B. ein ProGI, so 
scharf in abstracten analytischen Begriffen auffassen und wieder 
darnach versinnlichen, dass das Auge keine Unähnlichkeit be- 
merken kann. Für solche practische Zwecke würde freilich die 
Arbeit nicht belohnt werden. Dazu soll aber auch die Analysis 
nicht dienen. — Uns genügt in dieser Hinsicht das Bewusstsein, 
dass wir es könnten, wenn wir wollten. Dieses Bewusstsein fuhrt 
indessen zu merkwürdigen Folgerungen und Betrachtungen über 
das Wesen und die Macht der Analysis. 

Durch die Sprache der Analysis kann eine Gestalt für die 
Ewigkeit unwandelbar erhalten werden, was durch keine andere 
Sprache, durch keine Kunst möglich ist. — Hätte auch der ge- 
schickteste Zeichner das Profil des Urvaters entworfen, so würde 
die Zeichnung, weil alles Material vergänglich ist, doch irgend 
einmal nach tausend oder Millionen von Jahren vergehen, und 
um die Gestalt für die Nachwelt treu zu erhalten, müssten doch 
dann und wann Copien von Copien genommen werden. Wie 
würde es aber endlich um die Aehnlichkeit stehen? Es gäbe 
kein Urbild mehr zur Vergleichung. Hatte man dagegen die 
Gestalt in analytische Begriffe gebracht, so würde man darnach, 
weil Begriffe unverweslich sind, zu jeder Zeit Adam wieder ver- 
sinnlichen können. 

Wundervoll und höchst merkwürdig ist gewiss die Erfindung 
der Ton- und Schriftsprache, mittelst welcher man seine Gefühle 
und Gedanken auf das Papier befestigen, gleichsam malen und 
versinnlichen, sich auf eine noch so grosse Entfernung hörbar 
machen kann. Kaum sollte man sie für menschliche Schöpfungen 
halten. Aber nicht minder merkwürdig ist es, dass man auch 
Vorstellungen, welche uns der Gesichtssinn liefert, nämlich Ge- 
stalten, in abstracto Begriffe fassen, gleichsam denken kann, 
und dass die Analysis uns ein Mittel giebt, deren so viele hervor- 
zuzaubern, als wir nur wollen. 

„Die Sprache der Analysis, sagt La Place, die vollkommenste 
aller Sprachen, ist schon an sich selbst ein mächtiges Hülfsmittel 
und Werkzeug der Entdeckung, und ihre Bezeichnungen, wenn 
sie glücklich gewählt sind und mit dem Gegenstände in noth- 
wendiger Beziehung stehen, enthalten die Keime neuer Rech- 
nungsweisen.“ * 

Und wer könnte schon jetzt ahnen, wie weit der nimmer 

* La Place, Theorie des probabilitcs. 
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ruhende Geist diese fast noch neue, kaum 300 Jahr alte Sprache 
dereinst, ja schon in einem gleichen Zeitraum entwickelt haben 
wird, wenn sie in demselben Gange fortgeht, in welchem sie 
bisher begriffen? Und fortschreiten muss und wird sie, „ car 
eil mutiere de progressions mathematiques, sagt Descartes, lors- 
qu’on a les deux oh trois premiers termes, il n’est pas mal- 
aisö de trouver les autres.“ Und hat der Himmel nicht noch 
immer Stoff und die Fähigkeit, recht eigentliche, die Wissenschaft 
weiter führende Genies noch mehre zu schaffen? 

.Die Analyse, sagt Lindenau, diese wunderbare Geistes- 
schöpfung, die durch künstliche Verbindung einfacher Zeichen, 
aus den labyrinthischen Erscheinungen des Weltsystems das ein- 
zig einfache Gesetz ergründet, mit deren Hülfe der Geometer 
den Zustand des Weltalls umfasst, und irrungslos in ferne Zu- 
kunft voranseilt, oder in die tiefe Vergangenheit zurückgeht, die 
uns in Klarheit zeigt, was oft Beobachtung nur dunkel ahnen 
lässt, wird immer fortschreiten, dafür bürgt des Menschen Stre- 
ben nach dem Höchsten. Stillstand ist nicht mehr denkbar. Jetzt 
wo die Theorie dahin gediehen ist, dass Bestimmungen und 
Voraussagungen a priori keine Träume mehr sind, ist der Reiz 
des weitem Forschens und Ergründens allzu mächtig, als dass 
irgend etwas Aeusscres den Geist des Menschen zu hemmen 
fähig wäre. Auch bleibt ein solches Streben niemals fruchtlos, 
und selbst belohnend ist jede Anstrengung, da sich ja täglich 
des Wissens Kreis erweitert. Reife Früchte hat die Wissenschaft 
bereits getragen, und für die Zukunft reifen schöne Blüthen. 
Männer reich an Geist und Thaten stehen, selbst noch thätig, 
an der Spitze, und Jünglinge, der Väter nicht unwerth, streben 
nach kühnem Ziele.“ * 

Auf wie mancherlei den Menschen nothwendige Kenntnisse 
ist nicht schon die in der That wundervolle und zauberische 
Analysis zum Wohle der Menschheit mit dem grössten Glück 
angewandt worden? auf Astronomie, Geographie, Schifflfahrts- 
kunde, Land- und Wasserbauten, Naturwissenschaft, Mechanik, 
Optik etc. etc., jo selbst auf ihr fern liegende Kenntnissen Wer 
gab, sagt Hersrhel, zuerst der Chirurgie die Kühnheit, ein leben- 
diges Auge zu öffnen, um dem wegen zu grosser, durch keine 
Linse aufzubebender Erhabenheit der Hornhaut, Erblindeten wie- 
der zum Lichte seiner Augen zu verhelfen? War es nicht die 

* I, 

* Versuch einer geschichtlichen Darstellung der Fortschritte der Stern- 
kunde von B. v. L. (der gewesene sächsische Minister). 
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zuvor durch die Mathematik erlangte Kenntniss von den Gesetzen 
des Sehens ? * 

Wahrlich, in der Mathematik liegt ein mächtiger den Menschen 
nur wohlthuender und merkwürdiger Genius. In die Chemie ist 
erst Wissenschaft gekommen, seitdem man die Mathematik zu 
Hülfe gerufen. Nur noch mehr Thatsachen, mehre Kepler, dann 
wird auch schon ein Newton kommen, und die Chemie ebenso 
wie die Astronomie ihren Triumph feiern. ** 

Merkwürdig sind die erst neulich gemachten Anwendungen 
der Mathematik auf Botanik. Die Pflanzenwelt, sagt Esenbeck, 
wird bald das Gesetz ihrer Bildung unter einen mathematischen 
Ausdruck gebracht sehen, und dieses Gesetz, die wichtigste aller 
botanischen Entdeckungen, wird dann als der wundersame Schlüs- 
sel erscheinen, der uns zu den Urtypen des Gewächsreichs cin- 
führen und das Getriebe seiner Entwickelung bis ins Besonderste 
vor uns blosslegen wird etc. *** 

„Man hat, sagt Cauchy, die Mathematiker oftmals beschuldigt, 
ihre Wissenschaft (den Calcul und die mathematische Analyse) 
auf die Entdeckung aller Wahrheiten anwenden zu wollen. Ge- 
wiss, man soll nichts übertreiben, und man kann ohne Zweifel 
alles, selbst die Ziffern, missbrauchen; aber man muss auch 
gerecht sein und gestehen, dass in sehr vielen Fällen die Wissen- 
schaft der Zahlen und die analytische Methode uns behülflich 
sein können, die Wahrheit zu entdecken oder doch wenigstens 
zu erkennen. Die im Universum herrschende, vom Schöpfer 
bestimmte, bewunderungswürdige Ordnung, ist oft mit Erfolg 
vom Mathematiker studirt, der, ergriffen von Bewunderung, in 
dem Augenblick, wo es ihm mit Newton gelang einen Zipfel 
des Schleiers zu heben, unter welchem unsern Augen verbor- 
gene, undurchdringlich geglaubte Geheimnisse lagen und aus 
den beobachteten Erscheinungen die Gesetze zu finden, welche 
sie regieren etc. f 

Merkwürdig ist der Versuch, den Herbart von der Anwen- 
dung der Mathematik auf Psychologie gemacht hat. Und wer 
könnte jetzt schon voraussehen, wohin dies einmal fuhren und 

* Uerschel. Ueber das Licht. Uebers. von Schmidt. 

** Dumas. Geschichte der Chemie. 

*** Walpers. Ueber die geometrische Anordnung der Blätter n. Blüthen- 
stände, aus dem Französischen des L. und A. Bravais, Schiniper, Braun u. a. 

■f Memoires sur Ics sccours que les Sciences de calcul peuvent four- 
nir aux Sciences physiques ou meine aux Sciences morales, et sur l'accord 
des theories mathematiqiics et physiques av«c la veritabic philosophic. 
Comptcs rendus p. 134, Tom. 21. 1845. 
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auf was für Gegenstände, an welche man jetzt nicht im Entfern- 
testen denkt, die Analysis noch angewandt werden mag. * 

Melodien, welche die Phantasie des Componisten so eben 
schuf und auf Papier warf, kann schon ein mittelmässiger Ken- 
ner, ohne dass sie zuvor durch ein Instrument laut zu werden 
brauchen, mit geistigem Ohre hören, in Gedanken lesen, den 
rhytmischen Klang gleichsam denken. 

Nun lehrt aber die bereits mathematisch begründete Klang- 
lehre, dass bestimmte Töne in einer bestimmten Anzahl Schwin- 
gungen bestehen und folglich auch in bestimmten arithmetischen 
Verhältnissen stehen. Die Töne selbst, ihre Intervalle und Dauer 
können also durch Zahlen ausgedrückt und umgekehrt wieder 
daraus dargestellt werden. Und wer möchte nun, wenn es 
durchaus Eins sein müsste, nicht lieber die Sache unentschieden 
lassen, als auf die Unmöglichkeit schwören, dass nicht irgend 
einmal ein zweiter, noch erleuchteterer C'artesius die Bezeich- 
nung, um mit La Place zu reden, glücklich und so wählte, dass 
sie mit dem Gegenstände in nothwendiger Beziehung stände, und 
Rhytmus und Tempo, mithin die Melodien, wie ersterer die Ge- 
stalten, in abslractc analytische Begriffe auffasste und trotz dem, 
dass hier das Gefühl mit in Betracht kommt, dennoch eine, die 
Phantasie überbietende Quelle V on Melodien erfände. So un- 
glaublich dieses auch klingt, so könnte es doch möglich seiu, 
auch dass der Geist ohne leibliches Auge und Ohr existiren und 
sich dennoch die Vorstellungen und Genüsse verschaffen könne, 
welche er hier durch diese beiden Instrumente erhält. — Soll 
aber Alles sich in reines Denken und Wissen auflösen, wo blei- 
ben dann die göttlichen Künste? fragt Schiller darum. Ein nie- 
deres Wesen als der Mensch hat sie nicht, ein höheres braucht 
sie nicht. 

Aber ein andermal vielleicht auf solche Nebenbetrachlungen 
zurückkommend, wollen wir jetzt unsere Einleitung damit schlies- 
sen, dass wir zuvor noch eine Vorstellung geben, wie man 
aus der Gleichung einer räumlichen Grösse, Merkmale und Eigen- 
schaften derselben entdecken kann. 

vn. 

Häumliclic Deutung' einer Function verän- 
derlicher Grössen. 

Obgleich diese Aufgabe der analytischen Geometrie, nämlich 

% • 

* Ilerbart's Metaphysik. 
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die räumliche Deutung (Diskussion) einer Function veränderlicher 
Grössen, d. h. Darstellung der daraus entspringenden Gestalt, 
ihrer Eigenschaften etc. grade die schwerste ist und sowohl Vor- 
kenntnisse der analytischen Geometrie, als auch der hohem 
Analysis voraussetzt, so können wir doch hier schon eine vor- 
läufige Vorstellung davon geben. Wir nehmen als Beispiel, des 
leichtern Verständnisses halber, die Gleichung einer krummen 
Linie, welche uns bereits aus der Elementar-Geomctrie bekannt 
ist, hier aber als noch unbekannt angenommen werden soll. 

Es sei demnach folgende Gleichung, worin a eine beliebige, 
aber beständige Zahl bedeutet, z. B. a — 4, durch rechtwinklige 
Coordinaten zu construiren und die Eigenschaften der daraus 
entspringenden Linie zu finden: 

yy = aa — xx (1) 

\ 

1. Man ziehe zwei auf einander senkrechte Achsen XX, YY, 
und nehme deren Durchschnitt C als Anfangspunct. 

2. Reduciren wir jetzt die Gleichung auf y, so kommt: 

y == V aa — <cx (2) 

3. Um nun zuerst die Puncte zu finden, in welchen die Linie 
die Ordinaten-Achse YY schneidet, d. h. die Grössen, um welche 

man vom Anfangspunct C aus, auf- 
o'der absteigen muss, um an die 
Linie zu kommen, brauchen wir 
nur in vorhergehender Gleichung 
x = 0 zu setzen. Für diesen 
Werth von x giebt die Gleichung 
y —V aa=+a. Nehmen wir also 
CD— +«, CE = — ö, so sind 
D und E die bestimmten Puncte, in 
welchen die Ordinalen - Achse 
durchschnitten wird. (S. p. 21.) 

4. Um nun zweitens auch zu 
finden, ob und in welchen Punckten die Abscissen-Linie durch- 
schnitten wird (wo offenbar y — 0 sein muss), suchen wir die 
Werlhe von x, für welche y, oder der ihm gleichgellende 
Ausdruck Vaa — xx , Null wird. Wir setzen folglich in (2) 

V aa — xx — 0 
woraus: xx = ««• 
und x — i a 

• > . ' • 1 . ; : »• 
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für diese Wcrthe von x, wird j/ = 0. Schneiden wir also vom 
Anfangspunct C aus die gleichen Stücke CB = -j- a, CA= — a 
ab, so sind A und B die fraglichen Durchschnittspuncte. 

5. Weiter kann man auf der Abscissen- Linie nach keiner 
Seite gehen, weil für alle a;>- + a in der Gleichung: 

y = K aa — xx (‘2} 



die Grösse unter dem Wurzelzeichen negativ, folglich y imagi- 
nair wird. Für giebt cs keine Ordinalen, wohl aber 

für alle x zwischen 0 und + a, folglich ist unsere krumme Linie 
eine stetige, ringsum begrenzte. 

6. Da die Gleichung (2) für jede Abscisse, wie CP, immer 
zwei gleiche entgegengesetzte Ordinaten MP, mP giebt, so folgt, 
dass die krumme Linie über der Abscissen -Linie ganz so ist, 
wie unter derselben, oder dass sie von der Linie AB (=2a) 
in zwei sich deckende Hälften getheilt wird. 

7. Da die Gleichung (2) für gleiche entgegengesetzte Ab- 
scissen, wie CP, CO gleiche Ordinaten giebt, so folgt, dass die 
krumme Linie auch durch DE (= 2a) in zwei sich deckende 
Hälften getheilt wird. 

8. In 3 und 4 haben wir vier Puncte in unserer Linie ge- 
funden, nämlich A, D, B, E, welche um die Grösse a, also gleich 
weit vom Anfangspunct C entfernt sind; suchen wir einmal die 
Entfernung CM eines andern beliebigen Punctes M vom Anfangs- 
punct, durch seine Coordinaten CP = a;; MP = y auszudrücken, 
so haben wir (den Phythagoräischen Lehrsatz als bekannt vor- 
ausgesetzt) : 

CM 2 = yy -f xx (3) 

weil nun aber für jedes beliebige x = CP immer (wie aus der 
Gleichung 1) folgt: 

y y -f xx = aa (4) 

so ist auch 

CM 2 — aa 



folglich CM = a 

d.h. die Entfernung eines beliebigen Punc- 
tes M von C. ist von der Lage (Coordi- 
naten) desselben ganz unabhängig. Unsere 
krumme Linie hat also das Merkmal, dass 
alle ihre Puncte gleich weit, nämlich um 
die in der Gleichung derselben vorkom- 
•mende beständige Grösse a, vom Anfangs- 
punct entfernt sind. Die Linie ist also der 
bekannte Kreis, dessen Radius AC=a: 
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9. Aus der Gleichung 

yy — aa — xx 
folgt : yy = C« + x ~) C« — *) 
oder: (_a x~) : y — y : (_a — x~) (5) 

und wenn man statt der Zahlen, die sie darstellenden Linien 
setzt, nämlich MP statt y, AP statt o-f- x und PB statt o — x, 

AP : MP = MP: PB 

in Worten: jede Ordinate ist immer die mittlere Proportionale 
zwischen den beiden Abschnitten des Durchmessers. 

10. Zieht man von den beiden Endpuncten des Durchmessers 
AB nach einem beliebigen Punct M der Peripherie die Sehnen 
AM, BM, so sind die Längen derselben durch die Lage des 
Punctes M vollkommen bestimmt und müssen sich also aus den 
Coordinaten desselben x, y und dem Radius a berechnen lassen. 
Es ist nämlich: 

AM 2 = yy -f (a -f x)* 

BM 4 = yy -f ( a — x)* 

oder wenn wir in diese Gleichungen, um alles durch die eine 
veränderliche Grösse x auszudrücken, statt yy, den gleichgelten- 
den Werth aa — xx aus (1) setzen 

AM® = aa — xx -f- (a -j- a0* 

BM® — aa — xx -f- (a — x )® 

oder auch, die Klammern aufgelöst: 

AM® — 2aa 2 ax — 2a Qa x) (6) 

BM® == 2 aa — 2ax ~ 2a (fl — x) (7) 

also auch, weil 2a ■= AB, a -f- x = AP, a — x — BP, 

AM® = AB . AP 
BM* = AB . BP 

in Worten: Jede der beiden Sehnen im Halbkreise AM, BM ist 
die mittlere Proportionale, zwischen dem ganzen Durchmesser 
und dem anliegenden Abschnitt desselben. 

• 11. Aus den Gleichungen (6) und (7) folgt durch Addition 
derselben . 

AM* + BM* = 4aa = (2a)* = AB* 
in Worten: die Summe der Quadrate der beiden Sehnen im Halb- 
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kreise ist gleich dem Quadrate des Durchmessers, folglich ist 
auch C den magistcr malheseos als bekannt vorausgesetzt) der 
Winkel im Halbkreise immer ein rechter. 

Und so könnte man, bei hinreichenden Vorkenntnissen, alle 
übrigen in der Elementar -Geometrie auf ganz andere Weise 
gefundenen Eigenscharten des Kreises aus seiner Gleichung ab- 
leilen, wie z. B. dass alle Peripherie-Winkel auf einerlei Bogen 
einander gleich sind etc., so wie auch den Inhalt und Umfang 
des Kreises aus seiner Gleichung finden. Da wir aber alles 
dieses schon aus der Elemenlar-Geometrie kennen, und ohne- 
hin hier vorläufig nur einleitende Begriffe geben wollten, so 
verlassen wir den Kreis mit folgenden, für alle krumme Linien 
geltende Bemerkungen: 

12. Wir fanden vorhin (Seite 30) die Gleichung des Kreises 

yy -f xx — rr 

aus dem ihn bestimmenden Merkmal: dass alle Puncte desselben 
gleich weit vom Mittelpunct entfernt sind. Wir hätten aber auch 
dieselbe Gleichung aus dem ebenfalls ihn bestimmenden und als 
bekannt vorausgesetzten Merkmal finden können, dass jede Or- 
dinate MP = y die mittlere Proportionale zwischen den beiden 
Abschnitten AP = a + x und BP — a — x des Durchmessers ist. 
Denn die Proportion 

n -)- x : y — y : a — x 

giebt offenbar dieselbe Gleichung. Ebenso hätten wir diese auch 
aus dem als bekannt vorausgesetzten Merkmal ableiten können, 
dass alle Winkel im Halbkreise rechte sind etc. 

Hieraus folgt nun alter, dass wenn die Gleichung für eine 
krumme Linie ans irgend einem, gleichviel welchem, sie bestim- 
menden Merkmal oder Eigenschaft abgeleitet worden, in dieser 
Gleichung dann nolhwendig auch alle übrigen zahllosen Eigen- 
schaften enthalten und daraus zu finden sein müssen. 

13. ln der Gleichung ist also das Bild vollkommen enthalten. 
Ja, sie nur drückt den Begriff der ihr entsprechenden Gestalt 
ganz vollkommen aus, indem alle auch noch so verborgen lie- 
gende Merkmale und Eigenschaften des Bildes, welche das Auge 
nie entdecken würde, aus der Gleichung herausgelesen werden 
können. Wirrt man dagegen eine Function veränderlicher Grössen 
beliebig auf, so liegt darin iin Allgemeinen eine Gestalt, welche 
man noch nie gesehen bat, und man kann dennoch alle Merk- 
würdigkeiten derselben in iiirer Function erkennen, ohne die 
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Gestalt selbst sehen zu brauchen oder sehen zu können, weil 
es in vielen Fällen gar nicht möglich ist, die Gestalten selbst, 
z. B. wenn sie ihre Zweige ins Unendliche treiben, so wie ihre 
Wendungspunctc, mechanische Eigenschaften etc. bildlich dar- 
zustellen. Solche Sachen kann man nur denken, begreifen, nicht 
anschauen. * 

14. Aus der Verschiedenheit mehrer Gleichungen einerlei 
Grades darf man nicht immer auf Verschiedenheit der daraus 
hervorgehenden krummen Linien schliessen. Man kann nämlich 
für eine und dieselbe Linie, wenn man die Lage der Coordi- 
naten gegen einander oder auch nur den Anfangspunct anders 
nimmt, verschiedene Gleichungen finden, wie wir gleich durch 
ein Beispiel im Kreise zeigen wollen. 

* Plato sagt: „Unsere Gedanken und Begriffe strömen so durch den 
unendlichen Raum.“ (Die Platonische Ideenwelt.) Sie kehren also in unsern 
Geist ein, so wie manche materielle Stoffe in unsern Körper, ohne dass wir 
ihren Einzug merken; und die Gedanken wären demnach eben so wenig 
von uns selbst erschaffen, eben so wenig unser eigen, wie jene materiellen 
Stoffe. Wenn diese Platonische Vorstellung aber irrig ist und wir nicht 
absichtslos, sondern selbstständig Gedanken fassen und Begriffe bilden, so 
ist es psychologisch gewiss sehr merkwürdig, dass mit solchen Gedanken 
und Begriffen oft eine zahllose Menge anderer Gedanken und Begriffe ver- 
knüpft, darin eingcschachtclt ist, welche wir mit Wissen nicht damit ver- 
knüpft, nicht hincingelegt haben; dass wir absichtslos etwas schaffen, was 
wir gar nicht haben schaffen wollen; dass wir unsere Gedanken und Be- 
griffe, als wenn es (materielle) Substanzen wären, analysireu und studiren 
können und müssen, wenn wir alles erkennen wollen, was damit verknüpft 
ist; was darin liegt und was daraus folgt. Wir werfen eine beliebige Func- 
tion fCz, if)— 0 auf, und haben damit absichtslos eine Gestalt hervorgerufen, 
welche mit der Bahn eines Sternes, mit der Gestalt eines Blumenblattes über- 
cinstimmcn, die eine unendliche Menge Eigenschaften und Sonderbarkeiten 
enthalten kann. Warum können wir dies Alles nicht gleich wissen? So 
treibt — sich selbst wohl unbewusst — nach nothwendigen Gesetzen der 
Baum seine Zweige, Blüthcn und Früchte, die Henne das Ei, ohne zu wissen 
warum, was darin ist und was daraus folgt. Sind denn ein paar methodisch 
verbundener Hieroglyphen ff 1 (j-, y) = 0 lebend, schaffend? sind sie klüger 
als wir selbst? bilden sie eine Sprache, „die für uns dichtet und denkt?“ 
enthalten sic, schicklich gewühlt, die Keime zu neuen Entdeckungen? Ich 
denke mir eine krumme Linie, deren sämmtlichc Punctc von einem gege- 
benen gleich weit entfernt sind. In diesem nur gebildeten mathematischen 
Begriff liegt aber schon, und folgt daraus, ohne dass ich es gewusst noch 
gewollt, also auch nicht gleich mitgedacht habe, dass jede durch den Mittel- 
punct gehende grade Linie jene krumme in zwei gleiche Theile theilt; dass 
alle Peripheriewinkel auf einerlei Bogen einander gleich sind etc. — Schon 
Plato hat sich über die vielen und merkwürdigen Eigenschaften der räum- 
lichen Grössen, und dass die mathematischen Begriffe so fruchtbar sind, so 
Vieles enthalten, sich gleichsam selbst erzeugen, gewundert. 
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Aus dem Merkmal des Kreises, dass jede Ordinate die mitt- 
lere Proportionale zwischen den beiden Abschnitten des Durch- 
messers ist, fanden wir die Gleichung 
desselben, AB als Abscissen-Linie und 
den Miltelpunct C zuin Anfangspunct ge- 
nouiin cn: 

yy -f xx = rr CD 

Suchen wir nun aus demselben Merk- 
mal eine Gleichung für denselben Kreis, 
indem wir nicht C, sondern A als An- 
fangspunct der auf AB = 2r gezählten Abscissen nehmen, wo 
demnach jetzt AP = a;, PB = 2r — x, MP = y ist, so folgt: 

x:y — y:2r — x 

hieraus: yy — 2 rx — xx (2) 

also : y — V ‘2rx — xx 

15. Wäre nun umgekehrt diese Gleichung (2) gegeben, de- 
ren Ursprung wir jetzt nicht wissen wollen, so kann man leicht 
zeigen, dass darin ein gleicher Kreis, wie in der vorhergehenden 
Gleichung (1) enthalten ist, denn setzt man in die Gleichung 

y — V 2 rx — xx 

x = 0, so wird auch y = 0, die Linie geht also durch den An- 
fangspunct A. 

Für x — r — AC wird y — V rr — + r. 

Für x = 2r w ird y — 0. 

Für negative Abscissen, so wie für x >■ 2 r, wird die Grösse 
unter dem Wurzelzeichen negativ, folglich y iinaginair. 

Für alle Werthe von x— (I bis a;=2 r giebt es immer zwei 
gleiche entgegengesetzte Ordinalen, die stetig von 0 bis Hbr 
wachsen und dann wieder von +r bis 0 abnehmen. Die Linie 
wird also durch AB in zwei gleiche Hälften getheilt. 

Suchen wir einmal die Entfernung eines beliebigen Punctcs 
M, vom Mittelpunct C der Linie AB, durch die Coordinaten von 
M zu bestimmen, so ist: 

CM* = MP* CP 4 

oder, da hier AP — x, CP = AP — AC — x — r, MP — y, 

CM* — yy -j- C* — r)* 
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setzen wir hierin, um nur eine veränderliche Grösse x zu be- 
halten, statt yy den gleichgeltenden Ausdruck 2 rx — xx, so ist 

CM 2 — 2rx — xx -f- (_x — r) 2 
hieraus CM — r 

folglich ist die Entfernung eines beliebigen Punctes M von C, 
von seiner Lage unabhängig, weil in dem Ausdruck CM — r 
keine veränderliche Grösse mehr enthalten ist. 

Und so könnte man alle übrigen Eigenschaften des Kreises 
auch aus dieser Gleichung (2) ableiten. 

16. Wir sehen also, dass die Verschiedenheit der beiden, 
einerlei krumme Linien enthaltenden, Gleichungen 

yy = rr — xx 
yy = 2 rx — xx 

blos von der verschiedenen Lage des Anfangspuncts herrührt. 
Dies ist ein wichtiger Punct, den wir gehörigen Orts, in einem 
eigenen Capitel, über die sogenannte Coordinaten-Verwandlung 
umständlicher erörtern werden. Hier nur soviel: dass die Ent- 
deckung der Eigenschaften einer krummen Linie aus ihrer Glei- 
chung, durch eine dazu bequeme Lage der Coordinatcn-Achsen 
und des Anfangspuncts sehr gefördert werden kann, und dass 
man dieserhalb den Anfangspunct manchmal verlegen und den 
Achsen eine andere Richtung geben, die Figur gleichsam aus 
verschiedenen Standpuncten beobachten muss. 

17. Allgemeine Methoden, alle Eigenschaften einer Linie aus 
ihrer Gleichung zu finden, lassen sich nicht geben. Es hängt 
dies ganz von Vorkenntnissen und vom Scharfsinn ab. Es fallen 
hiebei oft viele unnöthige (versuchsweise) Rechnungen vor, weil 
man nicht immer gleich den bequemsten Weg, ja manchmal ei- 
nen solchen einschlägt, der zu gar nichts führt. Hat man indes- 
sen erst einige Eigenschaften gefunden, so kann man oft durch 
diese leicht noch mehre entdecken. 

Manche die krumme Linie betreffenden wichtigen Puncle, 
Linien etc. lassen sich indessen nach allgemeinen Methoden be- 
stimmen, wie z. B. Mittelpuncte, Durchschnittspuncte mit den 
Achsen oder andern graden Linien, Biegungspuncte, Durchmes- 
ser, Sehnen, Tangenten, grösste und kleinste Ordinalen, Lage 
und Lauf der unendlichen Zweige, so wie die Längen der krum- 
men Linien, die von ihnen eingeschlosscnen Flächen etc., alles 
Sachen, von denen gehörigen Orts gehandelt werden muss. 

Und nachdem wir nun die nothwendigen Vorbcgrifle der 
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hohem Geometrie vorausgeschickt, den Anfänger auf das, was 
er zu erwarten und worauf er seine Betrachtungen zu richten 
hat, vorbereitet haben, können wir jetzt zu einem mehr geord- 
neten Studium schreiten. — Die vorhin angedeuteten Hauptauf- 
gaben sind, kurz wiederholt, folgende zwei: 

1. die nach beliebig aufgeworfenen analytischen Gesetzen 
<P O, y) — 0 entspringenden Züge darzustellen und ihre 
Eigenschaften zu entdecken; 

2. aus einem bekannten mechanischen Bildungsgesetz eines 
Zuges, oder aus einem ihn bestimmenden Merkmal, die 

, Gleichung und daraus die Eigenschaften desselben abzu- 
leiten. 

Die erste Aufgabe giebt einen unerschöpflichen Stoff zu im- 
mer neuen Untersuchungen, und wir könnten sie offenbar da- 
durch streng wissenschaftlich ordnen und cintheilen, indem wir 
mit algebraischen Functionen anfangend, diese nach der Reihe, 
vom 1. Grade an, vornähmen. Allein, das Leben mit seinen 
Anforderungen berücksichtigend, müssen wir uns begnügen, die 
Unendlichkeit dieser Wissenschaft angedeutet zu haben, und uns 
auf eine Auswahl des Nothwendigsten und Nützlichsten beschrän- 
ken. Wir dürfen deshalb nicht über Functionen zweiten Grades 
hinausgehen. Auch werden wir des leichtern Verständnisses hal- 
ber, die beiden eben erwähnten Hauptaufgaben stets in umge- 
kehrter Ordnung auf einander folgen lassen. 

Schliesslich sei noch erwähnt: dass die höhere Geometrie 
ebenso wie die Euklidische, in ebene und körperliche oder mit 
zweien und dreien Coordinaten (Functionen zweier und dreier 
veränderlicher Grössen) eingetheilt wird. 
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Analytische Geometrie in der Ebene. 
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Functionen zweier veränderlichen Grössen ersten 
Grades oder die grade Linie. 

1 . 

Die grade Linie wird auf mannichfache Weise mit krummen 
Linien in Verbindung gesetzt, z. B. als Achse, Durchmesser, 
Sekante, Tangente etc. Kurzum die grade Linie dient uns bei 
Betrachtung krummer Linien gleichsam als Richtschnur, und des- 
halb ist es nothw r endig, die einfache grade Linie selbst, obgleich 
sie sonst aus der Elementar-Geometrie schon hinlänglich bekannt 
ist, dennoch auch analytisch aufzufassen, d. h. eine Gleichung 
für sie zu entwickeln, aus welcher sie umgekehrt wieder ab- 
geleitet werden kann. 

Dass übrigens die grade Linie nothwendig zum System der 
analytischen Geometrie gehört, folgt auch schon aus VI, 1, weil, 
wenn man alle möglichen Functionen zweier veränderlichen Grös- 
construiren wollte, man sicher auch auf eine solche trelfcn w r ürde, 
aus welcher eine grade Linie entspränge. 

2 . 

Um für eine bestimmte Linie eine Gleichung zu entwickeln, 
müssen ausser ihrem Bildungsgesetze oder einem sie bestim- 
menden Merkmal auch noch diejenigen beständigen Maasse ge- 
geben sein, welche die Grösse derselben bestimmen, wie z. B. 
beim Kreise der Radius. Ausserdem muss noch die Lage des 
Anfangspuncts gegen dieselbe gegeben sein, oder erst bestimmt 
werden, so wie auch das zu gebrauchende Coordinatensystein. 

Da nun in Betreff der Parallel-Coordinaten die Gleichung für 
eine Linie in der Regel am einfachsten ausfällt, wenn man die 
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Coordinaten rechtwinklig nimmt, so sollen hiniuro, so lange nicht 
ausdrücklich ein Anderes erwähnt wird, unter dem Worte Co- 
ordinaten stets rechtwinklige verstanden sein. 

Dies vorausgesetzt, können wir nun die Gleichung für eine 
bestimmte grade Linie leicht finden, wenn nur ihre Lage gegen 
eine beliebig genommene Abscissen-Achse, nämlich der Winkel, 
unter welchem sie dieselbe schneidet, so wie der Abstand des 
Durchschnittspuncts, von dem in der Achse willkürlich gewählten 
Anfangspuncl gegeben, oder durch vorhergehende Messung erst 
bestimmt worden ist. Hinsichtlich des Anfangspuncts giebt es 
drei Fälle zu unterscheiden. Er kann im Durchschnittspunct rechts 
oder links desselben liegen, welche Fälle wir in folgenden drei 
Aufgaben einzeln betrachten wollen. 

3 . 

Aufgabe. Die Gleichung für eine grade Linie C D zw finden, 
welche die Abscissen-Linic unter einem gegebenen Winkel DAX 
im Anfangspuncl A schneidet. * 

Auflösung. Da hier der 
Winkel DAX, unter welchem die 
Linie CD die Abscissen - Linie 
schneidet, mithin auch die tri— 
gonom. Tangente dieses Win- 
kels, gegeben, und für die ganze 
Linie in ihrer unendlichen Aus- 
dehnung unveränderlich od. eine 
beständige Grösse ist, und die 
Abscissen vom Scheitel A aus 
gerechnet werden sollen, so er- 
hält man nach den ersten Lehren der Trigonometrie die zu einer 
beliebigen Abscisse AP = x gehörende rechtw inklige Ordinate 
MP = y ganz einfach, indem man nur die Abscisse mit der Tan- 
gente von DAX multiplicirt. Es ist nämlich 

M P = AP . tgDAX • - 

M'P'— AP', tg DAX 




oder, indem wir, der Kürze wegen, den beständigen Factor 

* Von hieran ist die Kcnntniss der Trigonometrie erforderlich. Wer 
ohne dieselbe noch etwas weiter gehen will, muss mit dem zweiten Buche 
anfangen. 
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(tg DAX) mit dem einfachen Zeichen a, und die veränderlichen 
Coordinaten wie üblich bezeichnen: 

y — ax 

die geforderte Gleichung der Linie CD, nach welcher, wenn x 
alle stetig aufeinander folgenden Werthe erhält und die zuge- 
hörigen Ordinaten berechnet und aufgetragen (gedacht) werden, 
alle Puncte der unbegrenzt gedachten Linie richtig zum Vor- 
schein kommen. Denn nimmt man auch nach der andern Seite 
für x negative Werthe (z. B. x — AQ), so wird auch 

y = NQ = a (— x) = — ax 

negativ, und man erhält, in dieser Richtung fortgehend, nach 
derselben Gleichung alle Puncte des unterhalb der Abscissen- 
Achse liegenden Theils der unendlichen graden Linie CD 

4 . 

Es ist klar, dass wenn umgekehrt eine Gleichung ersten 
Grades von der Form 

y ~ ax 

gegeben wäre, die Construction derselben eine grade Linie 
giebt, welche die Abscisscn-Achse im Anfangspunct und unter 
einem Winkel schneidet, dessen Tangente = a ist. Für a — 1 
z. B. wäre dieser Winkel 45°, weil tg45° = l. Ist der Coeffi- 
cient a negativ, hätte man z. B. die Gleichung: 

so giebt dieselbe für positive 
Abscissen negative Ordinaten 
und umgekehrt für negative Ab- 
scissen positive Ordinaten. Dann 
macht die Linie CD mit der po- 
sitiven Seite der Abscissenachse 
einen stumpfen Winkel. 

Anmerkung. Bei Parallel-Coordinaten rechnet man die Win- 
kel von der positiven Abscissen -Richtung gegen die positive 
Ordinaten-Richtung nur von Obis 180°. Winkel über 180° und 
negative Winkel werden bei Parallel-Coordinaten nicht Vorkom- 
men. Aus der Trigonometrie ist bekannt, dass die Tangenten 
und Cosinus zweier Nebenwinkel gleich und entgegengesetzt 
sind. Ist z. B. tg DAQ = so ist tg DAP = — 4 . 
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5 . 



Aufgabe. Die Gleichung einer graden Linie CD zu finden, 
welche die Abscissen- Achse links vom Anfang spunct A, in 
der gegebenen Entfernung AG = — e und unter dem gegebenen 
Winkel DAX = <p schneidet.- 




licli tg <p mit a bezeichnet und 



Auflös. Die Ordinate MP=y 
wird erhalten, wenn man die um 
AG vergrösserte Abscisse AP, 
nämlich GP = x -f- «> mit der 
Tangente des Winkels <p multi- 
plicirt, daher: 

2/= tgT- 0+e)=t gq>. x-ft gf.e 

oder, indem man, der Kürze we- 
gen, die beständigen Grössen in 
dieser Gleichung wie üblich, näm- 
tg <p. e — AB — b setzt, so ist 



y = ax-\-b 



die verlangte Gleichung. 




Ist der Winkel q> ein stum- 
pfer, so findet eine ähnliche 
Gleichung Statt, in welcher 
dann aber die mit a bezeich- 
nte Tangente dieses Winkels, 
nämlich der Cocflicient von x, 
so wie auch b negativ ist. Die 
für diese Lage der Linie CD 
leicht zu findende Gleichung 
y — — ax — b giebt dann 
für posilve Abscissen negative 
Ordinaten. 



6 . 

Aufgabe. Die Gleichmig einer graden Linie CD zu finden, 
welche die Abscissen-Linie unter einem gegebenen spitzen Win- 
kel q> und rechts vom Anfangspunct in der gegebenen Ent- 
fernung AG = e schneidet. , 7 
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A u f 1 ö s. Man erhält 
offenbar die Ordinate 
MP — y, wenn man die 
zugehörige, um AG ver- 
minderte Abscisse, näm- 
lich GP = AP - AG = 
x — e mit der Tangente 
des Winkels cp multipli- 
cirt. Daher: 

y = tg <p, (x — e) = tg cp. x — tg cp. e 

oder, indem man wieder, der Kürze wegen, tg ?=a und 
tg cp. e = b (= AB) setzt 

y — ax — b 

Anmerkung. Ist der Win- 
kel cp, unter welchem die 
Linie CD die Abscissen- 
Achsc rechts vom Anfangs- 
punct schneidet, ein stum- 
pfer, so ist dessen Tangente 
(o) negativ, die Grösse b 
aber positiv. Für diesen Fall 
ist die Gleichung 

y — — ax -f- b 

7 . 

Die im Vorhergehenden für die grade Linie gefundenen Glei- 
chungen, deren Verschiedenheit, wie man sieht, blos von der 
Lage des Anfangspuncts gegen dieselbe und von dem Winkel, 
den sie mit der Abscissen- Achse macht, herrührt, lassen sich 
in der einzigen Formel 

y — ax-\-b 

zusammenfassen. Und es ist nun leicht einzuschen, dass um- 
gekehrt jede willkürlich aufgeworfene Gleichung ersten Grades 
von dieser Form conslrairt, nothwendig eine grade Linie giebt, 
deren Lage gegen die angenommene Abscissen -Linie und den 
Anfangspunct durch die beiden beständigen Coefficienten a und 
b vollkommen bestimmt ist. Der CocfTicient b giebt nämlich, 
je nachdem er positiv oder negativ ist, die Höhe oder Tiefe, in 
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welcher die Linie über den Anfangspunct weggeht, also das 
Stück, welches sie von der durch den Anfangspunct gedachten 
Ordinalen -Achse YY abschneidet. Denn für x — 0 giebt die 
Gleichung y — b. Ist 6 = 0, so geht die Linie durch den An- 
fangspunct. 

Der Coefficient von x, nämlich a, ist nach dem Vorher- 
gehenden die trigonometrische Tangente des Winkels, unter 
welchem die Linie die Abscissen- Achse schneidet, und dieser 
Winkel ist spitz oder stumpf, je nchdem a positiv oder negativ, 
jedenfalls durch diesen Coefficienten der Grösse nach bestimmt. 

Um zu finden, in welchem Abstand vom Anfangspunct die 
Abscissen -Achse geschnitten wird, wo y — 0 ist, suchen wir 
den Werth von x, für welchen y oder der ihm gleichgeltende 
Ausdruck ax + b Null wird. Nun wird aber 

ax 6 = 0 
6 

wenn x = 

a 

gesetzt wird. Denn für diesen Werth von x ist 
y==a (“£) + 6 = 0 

der Durchnittspunct in der Abscissen-Linie liegt also um — links 

oder rechts vom Anfangspunct, je nachdem a und 6 gleiche 
oder verschiedene Vorzeichen haben. 

Beispiel. Die Gleichung: 

y = 2x 5 

giebt eine grade Linie, welche von der 
Ordinaten-Achse das Stück AB = -{- 5 
und von der Abscissen-Achse das Stück 
AG = — 2£ abschneidet, denn für x —0 
ist y — 5, und für y = 0 ist x = — 2£. 
Durch diese beiden Puncte B und G ist 
die Lage der Linie CD gegen XX be- 
stimmt. Will man noch ihre Neigung 
gegen XX wissen, so hat man, weil 
tg DGX = 2 

DGX = 63° 26' 5». 8 

8 . 

Aufgabe. Wir haben bereits in der Einleitung (V, B, i,2) 
gesehen , dass aus Gleichungen einerlei Grades zwischen zwei 




i 
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veränderlichen Grössen ganz verschiedenartige Linien hervor- 
gehen könnet). Dies ist jedoch mit Gleichungen ersten Grades 
nicht der Fall. Newton hat vielmehr zuerst gezeigt , dass jede 
Gleichung ersten Grades immer eine grade Linie enthält. Wie 
lässt sich dieses beweisen? 

Auflösung. Die allgemeine Form, in welcher alle mög- 
lichen Gleichungen ersten Grades zweier veränderlichen Grössen 
(x, yj enthalten sind, lässt sich (indem man gleichnamige Glie- 
der in eins zusammenfasst) so schreiben: 

\y + Bx -f C = 0 

worin A, B, C alle möglichen positiven, oder negativen bestän- 
digen Coeflicienten, 1 und 0 nicht ausgenommen, vertreten.* 
Aus dieser allgemeinen Gleichung folgt zuerst 

Ny — — Bx — C 

oder indem wir, um diese Gleichung zu construiren, den Mul- 
tiplicator A (weil wir doch nur die Ordinate selbst, und nicht 
ein Vielfaches derselben berechnen und auftragen) durch Divi- 
sion fortschaffen : 




Welche Werthe und Vorzeichen die Coeflicienten A, B, C 

B C 

nun auch haben mögen, so sind doch in jedem Fall be- 

ständige (unveränderliche) Grössen. Bezeichnen wir sie, der 

D 

Kürze wegen, mit einfachem Zeichen und setzen deshalb: — . 

C A 

— a und — ^ = so * asst s ‘ c ^ d‘ e a H& e,ne ' ne Gleichung er- 
sten Grades auch so schreiben: 

y — ax-\-b 

und in dieser aus § 7 bekannten Form erkennt man die Glei- 
chung einer graden Linie, in welcher die Coeflicienten a, b die 
§ 7 angegebene Bedeutung haben. 

Anmerkung 1. Je kleiner a ist, je kleiner ist der Winkel, 
den die Linie mit der Abscissen- Achse macht. Wäre a — 0, 
so wäre 

* Ans der Gleichung 2y -f- 3 — 2x = 17 + 8x — ’3y z. B. folgt: 
— lUx — 11 — 0, und hieraus: y = 2x-{-2j. 
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y — 0 . x + b 

oder y = b (1) 

die Gleichung einer graden Linie, welche in dem Abstande + b 
mit der Abscisscn- Achse parallel geht, indem für jeden Werth 
von x doch immer y — b ist. Wäre zugleich auch 6 — 0, so 
wäre 

y — 0 . x 

oder y — 0 f2) 



die Gleichung einer graden Linie, welche mit der Abscissen- 
Achse zusammenfallt. 

Wäre in der Gleichung: Ay -f- Bx + C = 0 der Coeflicicnt 
A — 0, so findet die Division durch denselben nicht mehr Statt 
(weil sie unverständliche Quotienten giebt). In diesem Fall ist 
die Gleichung auf x zu reduciren, und man erhält dann 




oder x — 



C 

B 



( 3 ) 



als die Gleichung einer graden Linie, welche mit der Ordinaten- 

c 

Achse in dein Abstande — -g parallel geht. Ist auch C=0, so ist 



x — O.y 

x = 0 (4) 

die Gleichung einer graden Linie, welche mit der Ordinalen- 
Achse zusammcnfalll. 



*) 9. 

Wir haben im vorhergehenden § bewiesen, dass jede Glei- 
chung ersten Grades zweier veränderlichen Grössen, oder die 
sic alle begreifende allgemeine Gleichung 



Ay -f Bx -f C = 0 



CO 



immer eine grade Liniej&ieb^ indem wir diese Gleichung auf fol- 
gende, bereits in den rafa^Vn §§ für die grade Linie gefundene 
zurückführten : 



y — ax-\-b (2) 

Man kann nun aber auch, ohne diese Form als bekannt vor- 
auszusetzen, unmittelbar zeigen, dass aus der allgemeinen Glei- 
chung CO nothwendig eine grade Linie hervorgehen muss, in- 
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dem man nachweist, dass in ihr ein bereits aus der Elementar- 
Geometric bekanntes Merkmal der graden Linie enthalten ist. * 

Ein solches, die grade Linie von allen krummen unterschei- 
dendes Merkmal ist nun aber, dass die Differenz je zweier ganz 
beliebiger Abscissen zur Differenz der zugehörigen Ordinaten ein 
beständiges Verhältnis habe. Dieses Merkmal folgt aus der 
obigen Gleichung C2), auf welche erstere sich immer reduciren 
lässt. 

Bezeichnen wir nämlich die Grössen zweier beliebigen Ab- 
scissen mit x‘ und x“ und die dazu gehörenden beiden Ordi- 
naten mit y‘, y‘\ so dass also laut Bedingung der GleichungC2) 



y' — ax‘ -f- 6 C3J 

y"=ax"+b .. (4) 



sublrahirt man nun die dritte Gleichung von der vierten, so kommt 

y " - y‘ = a O" - xO 

, . y" — y' 

hieraus : — a 

x“ — x‘ 

d. h. die Differenz zweier beliebiger Ordinaten y" — y‘ durch 
die Differenz ihrer Abscissen x“ — x‘ dividirt, giebt immer a 
zum Quotienten, ein Merkmal, welches, wie wir wissen, nur der 
graden Linie zukommt. 



to. 

Aufgabe. Es ist die Lage zweier Puncte M', M" durch 
ihre Coordinaten gegeben, nämlich: 

für den Punct M' ) AP' =x‘ ; M' P' == y‘ 

„ „ „ M") AP"=®“; M"P"= y“ 

Man sucht die hiedurch bestimmte Entfernung der beiden Puncte 
MM'' — > d 




* Wenn man beweisen will, dass in einer Gleichung eine genannte 
Linie enthalten ist, so ist offenbar diese Linie oder ein ihr ausschliesslich 
zukommendes Merkmal als schon bekannt vorausgesetzt. 
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Auflösung. Denkt man sich durch den einen Punct M' 
eine Linie parallel mit der Abscissen-Achse gezogen, so schnei- 
det diese die Ordinate des andern Puncts M" Coder doch ihre 
Verlängerung, Fig. 2) in einem Punct 0, und es ist allemal 

M'O = AP" - AP' = x“ - x‘ 

M "0 -= M"P" - M'P' =- y“ — «/' 

folglich (vermöge des pylhagoräischen Lehrsatzes) 
dd = (//" - t/y 1 + o" — r‘y 

hieraus, weil immer (o. — 6) 2 =(fc — n) 2 , in üblicher Schreibart 
d = V(y‘ - i /")* + (x' - x") a 

Wäre z. ß. (Fig. 2) 

für M' ) x' = — 2. y, = -}- 5 

für M") = + 4. y" — — 3 

so ist: x‘— x"=— 6. y‘ -y“=-\-% 

d = 10. 



. 11 . 

Aufgabe. Es sind die Coordinalen zweier Puncte M' und 
M" yeyeben, nämlich: 

für M' ) AP' = x‘ ; M'P' = y‘ 

„ M'O AP" = x"; M“P"— y“ 

Sei z. ß. in bestimmten Zahlen: 



x‘ — 2, y‘ = 4 

x"=6, «/"— 7 

Es wird die Gleichung der durch diese beiden bestimmten 
Puncte M' (x‘, y‘) und M" (x", y“) * gehenden graden Linien 
verlangt. 




A u fl ö s u n g. Die geforderte 
Gleichung muss jedenfalls die Form 

y — ax -|- b 

haben. Die beständigen Coefficien- 
ten a und b sind hier noch unbe- 
kannt. Laut Bedingung der Aufgabe 



4 Gegebene oder bestimmt zu betrachtende Coordinalen pflegt man durch 
Beistriche zu bezeichnen, um sie dadurch von den unbestimmten oder lau- 
fenden Coordinalen zu unterscheiden; M' (*',!() bedeutet einen durch die 
Coordinaten x\ y‘ bestimmten Punct M'. 
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müssen diese Coefficienten nun so beschaffen sein, dass die 
Gleichung- (1), wenn inan darin x — x‘ — 6 nimmt, y — y‘ = 4 
giebt, und wenn man statt x, x“ — 6 setzt, dann y = ?/'' = 7 
kommt. Dies giebt uns also, wenn wir, um allgemeine Formeln 
zu erhalten, in die Gleichung 

y =-ax-\- b (1) 

statt x und y , vorläufig die noch unbestimmt zu denkenden Grös- 
sen x‘ , x“, y', y" , und nicht gleich die hier Beispiels halber 
dafür genommenen bestimmten Zahlen setzen, was am Ende der 
Rechnung geschehen kann, folgende zwei Bedingungsgleichungcn 



y' = ax‘ -f- b (2) 

y"=ax“ + b (3) 



aus welchen nun die unbekannten, aber durch x‘, y', x " , y“ 
bestimmten Coeflicienten a und b durch das gewöhnliche Eli- 
minations-Verfahren (Algebra § 158) leicht zu berechnen sind. 

Subtrahirt man die zweite Gleichung von der ersten, so wird 
die eine Unbekannte b eliminirt und man erhält: 



y‘ — y“ — a ( \x‘ — x") 

. y‘ - y“ 



folglich: a 



x' 



x“ 



Diesen fiu a gefundenen Werth in (2) substiluirt wird auch 
b bekannt. Es ist nämlich: 



y = £ .*> + b 

H X ‘ — X“ ^ 

folglich: b = y‘ - | r~T/ • x ‘ 

Setzt man nun diese für a und b gefundenen Werthe in die 
allgemeine Form: 

y = ax-\- b 



so erhält man die verlangte Gleichung der durch die beiden 
bestimmten Punctc M' (#', y') und M" (*", y") gehenden graden 
Linie, nämlich: 



y 




y 



ü • * + y‘ 




(4) 



Für unser Beispiel ist, wenn inan jetzt für x', y', x", y" die 
angenommenen Zahlen setzt: 
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y = %x + 24 

Nimmt inan hierin x — 2 , so wird richtig y 1 und für 
a: = 6 wird y — 7. 

ia. ’r!' 1 

Die vorhergehende Rechnung zur Bestimmung der Coelfi- 
cienten a und b lässt sich etwas kürzer so fuhren: 

(1) y —ax -(-6 (gesuchte Gleichung) 

(3) l-rZal'i bl CBedingungs-Gleichungen) 

Subtrahirt man nun die dritte Gleichung von der zweiten, 
und dann die zweite von der ersten, so kommen die beiden 



folgenden: 

y' — y“ = a (x‘ — x“) (4) 

y — y‘ = a (x — x‘ ) (5) 



aus der Gleichung 4 folgt 



und wenn man diesen Werth in (5) setzt, so hat man in üb- 
licher Form 

V - ?/' = b~~r, C* . (6) 

X X 

als die verlangte Gleichung der durch die beiden Puncte M' 
O', y‘), M" (.x“, y“') gehenden graden Linie. 

Setzt man zur Probe x — x‘, so wird richtig y — y‘ und 
für x = x" wird y — y“. 

Diese hier nur in etwas anderer Form geschriebene Glei- 
chung, führt auf die Gleichung (4) § 11 zurück, wenn man die 
Klammer aullöst und das linker Hand stehende y‘ auf die an- 
dere Seite schafll. In letzterer Form ist aber diese später häufig 
vorkommende Gleichung bequemer anzuwenden, auch leichter 
in Erinnerung zu rufen, indem man sie, so wie hier geschrieben, 
fast unmittelbar aus der Figur selbst entnehmen kann. 

13 . 

Aufgabe. Es ist die Gleichung einer graden Linie CD ge- 
geben. lHan sucht die Gleichung einer andern (über dieselbe 
Ab scissen- Achse conslruirlen und auf denselben Anfangspunct 
bezogenen) graden Linie EF, welche mit ersterer parallel läuft. 
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Auflös. Es sei die gegebene 
Gleichung für die Linie CD 

y — ax b . . . . CO * 

die für die Parallele EF zu fin- 
dende Gleichung 

y — a'x + 6' . . . (2) 

Weil die beiden Linien parallel 
sein sollen, so sind ihre Neigungs- 
winkel gegen die Abscisscn-Linie, also auch die Tangenten die- 
ser Winkel gleich, und deshalb müssen auch nothwendig die 
Coeflicienten von x in beiden Gleichungen, a‘ und a (welches 
ja die Tangenten sind,) gleich sein. Die gesuchte Gleichung 
einer mit y — ax -f- 6 parallelen Linie ist also 

y — ax -f- b‘ 




in welcher, weil nur eine Bedingung, der Parallelismus, gege- 
ben, und unzählige, mit y = ax -(- 6 parallele Linien möglich 
sind, der Coeflicient b‘ natürlich unbestimmt und ganz beliebig 
bleibt. 

Nimmt man b'—b, so fallen beide Linien zusammen. Nimmt 
man b' >~ b, so geht EF oberhalb CD und für 6' -< b, unterhalb 
CD weg, und für 6 = 0 durch den Anfangspunct. Für ein und 
dasselbe a verursacht eine Veränderung von 6' blos eine pa- 
rallele Verschiebung. 



14 . 

Aufgabe. Die Gleichung einer graden Linie CD isl gege- 
ben, man sucht die Gleichung einer zweiten EF, welche mit er- 
ster er parallel und zugleich durch einen bestimmten Punct 
M' (x‘, y') geht. 




Auflös. Sei die für CD gege- 
bene Gleichung 

y = ax + b CO 

die für EF zu findende habe vor- 
läufig die Form 



* Der Anfänger wird wohl thun, zu dieser und allen folgenden Auf- 
gaben bestimmte Beispiele in Zahlen zu nehmen. 
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y a'x + b' (2) * 

Zufolge der einen Bedingung, dass die zweite Linie mit der 
ersten parallel sein soll, muss nothwendig a‘ — a sein; die ge- 
suchte Gleichung ist also schon näher bekannt, diese: 

y — ax -j- b' (3) 

damit diese Linie nun auch durch den gegebenen Punct M' Cx', y') 
geht muss b' so beschaffen sein, dass die Gleichung (3) für 
x = .r', y — y' giebt; daher zur Bestimmung dieses b‘ die Be- 
dingungsgleichung 

y‘ — ax' -j- fo' (4) 

Subtrahirt man (4) von (3), so wird die unbekannte b‘ eli— 
minirt, und man hat in üblicher Form 

y — y‘ = a (x — C5) 

als die verlangte Gleichung der mit y — ax -f- b parallelen und 
durch den Punct M' ( x‘ , y‘~) gehenden Linie, 

15 . 

Aufgabe. Es sind die Gleichungen zweier graden Linien 



CO (2) gegeben, nämlich 

y 

y = ax+ b CO 

y — a'x +6' C2) 



Es werden die Coordinaten ihres Durchschnittspuncls, M (x, yi) 
gesucht. 

Auflös. Im Durchschnittspunct 
M haben beide Linien, für eine ge- 
wisse gleiche Abscissc AP=a;, eine 
gleiche oder gemeinschaftliche Or- 
dinate MP=y,. Es kommt also dar- 
auf an, eine solche Abscissc Cr,) zu 
finden, welche in beiden Gleichun- 
gen CO; (2) statt x gesetzt, einerlei 
y giebt, oder die Ausdrücke ax,-\-b und a‘x,-\-b‘ gleich macht. 
Wir setzen deshalb 

* Es versteht sieh stillschweigend, dass beide Gleichungen (1) (2) über 
einerlei Abscisscn-Achsc und aus demselben Anlangspunct construirt ge- 
dacht werden müssen. Es ist nicht üblich die laufenden Ordinalen beider 
Linien, obgleich sie für einerlei Abscisscn verschieden sind, mit verschie- 
denen Zeichen, wie etwa ;/, y, zu bezeichnen. 
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ax, -f- b — a'x, -f- b' 

hieraus folgt die Abscissc des Durchsclinittspuncts 

b' — b 



diesen Werth von x, in C 0 substiluirt, erhält man auch die Or- 
dinate 

ab' — a'b 
a — a' 

wodurch die Lage des Durchschnittspuncls vollkommen be- 
stimmt ist. 

Anmerkung. Wäre a‘—=a, so wären x, y, unendlich; in 
diesem Fall wären aber auch die Linien parallel und könnten 
sich deshalb nicht schneiden. 

Seien z. B. gegeben 

y = 2.r — 3 (1) 

y — Ax — 10 \ (2) 

b' = - 10 ab' = - 20 

b — — 3 a'b = - 12 

b' — b = — 7; ab' — a'b = — S; 

x, — 34 

?/. = 4 

16 . 

Aufgabe. Es sind die Gleichungen zweier graden Linien 



(0 »wirf (2) gegeben: 

y =- ax -f- b CO 

y = a'x + b' C2) 



man sucht die durch a, a' bestimmte trigonometrische Tangente 
des Winkels 6, unter welchem die beiden Linien sich schneiden. 



Auflösung. Seien m und n die 
beiden durch a und a' bestimmten 
Winkel, welche die Linien (1) und 
(2) mit der Abscissen-Achse ma- 
chen, so dass also 

tg m = a‘ 
lg » — n 




wo also: 

a = 2 
a‘ = 4 

a — a‘ = — 2 ; 
so ist: 
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Ist nuii a‘ >- a, also auch m >■ n so ist: 

6 — m — n 
lg 6 — lg Qm — n) 

und, wenn man tg (>» — n) nach der bekannten trigonometri- 
schen Formel entwickelt, nämlich: 



tg^ 



tg m — tg n 



1 -f- tg m . tg n 



und hierin statt tgm und tgn ihre Werthe a und a' setzt, so 
kommt die verlangte Formel: 



*g 6 



a‘ — a 
1 -f- ßo' 



Anmerkung. Dass der Winkel 6 , oder seine Tangente, von 
den Coefficicnten b, b‘ ganz unabhängig ist, war vorauszusehen, 
weil diese Coeflicienten auf die Neigungen der beiden Linien 
(1) und (2) keinen Einfluss haben. Man könnte beide, jede 
parallel mit sich selbst, bis in den Anfangspunct A verschoben 
denken, und zur Bestimmung des Winkels 6, statt der gegebe- 
nen Gleichungen, auch diese nehmen: 



y 

y 



■■ ax 
■ a'x 



17 . 

Damit sich also zwei grade Linien 

2/ = <1x4- b CO 

y == a'x -f- b' (2) 

unter einem bestimmten Winkel 8 schneiden, dürfen die CoelTi- 
cienten a, a‘ beide nicht beliebig genommen werden, denn nach 
dem vorhergehenden Satze 



cd 

i 4" ßß 






ist immer der eine Cocfficient durch die Grösse des andern be- 
dingt. Soll z. B. a gegeben sein und die beiden Linien einen 
Winkel 8— 4ö mit einander machen, so muss nolhwcndig, weil 
tg 45° = 1 ist: 

nt — a 
i 4- ßß' 



= i 
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also a' — 



1 + a 



1 — a 

sein! Sollen aber Cwas, wohl zu merken, für die Folge wichtig 
ist) die beiden Linien senkrecht auf einander stehen, also 0=90°, 
folglich tg = ao oder cot 6 — 0 sein, so ist 



a' — a , 

- — ; • ao : oder 



1 + aa' = q 



1 -f- aa‘ ' a‘ — a 

Aus dein Einen oder Andern folgt: 

I -f- aa' — 0 



a 

d. h. der eine Coellicient muss für 6=- DO immer das Umge- 
kehrte des andern sein, und jnit entgegengesetztem Vorzeichen 
genommen werden. 

Wäre z. B. für die Linie CD « = i, so muss, wenn die Li- 
nie (2) auf (1) senkrecht stehen soll, nothwendig a'—~ f sein. 



18 . 

Aufgabe. Es ist die Gleichung einer graden Linie gegeben: 



y = ax-f- b CD 

Man sucht die Gleichung einer zweiten Linie 

y — a'x -J- 6' (2) 



welche auf ersterer senkrecht sieht und zugleich durch einen 
bestimmten Puncl M' (x', y‘) geht. 

Auflös. Zufolge der ersten 

Bedingung muss a‘— — ^ sein, 

die zu findende Gleichung f2) 
ist also näher bekannt diese : 

y— — + b‘. .$) 

die zweite giebt, zur Bestimmung der Grösse b' 

y‘r- - + b‘ (4) 

Subtrahirt man CD von (3), so wird b‘ eliminirt und man 
hat in üblicher Schreibart : 

>J - y 1 •-* — <J> — -r') CD 

als die geforderte Gleichung einer graden Linie, welche auf der 
gegebenen y - — n.r -f- b senkrecht steht und zugleich durch den 
bestimmten Puncl (x‘, y‘) geht. 
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Zweites Buch. 



Functionen zweier veränderlichen Grössen zweiten 
Grades oder Linien zweiten Grades. 

Kreta, Parabel, Ellipse, Hyperbel, (Kegelschnitte.) 



I. Der Kreis. 

19 . 

Wir haben bereits in der Einleitung (s. VII, 13) zwei ver- 
schiedene Gleichungen für einen und denselben Kreis gefunden, 
nämlich : 



yy — rr — xx CO 

yy = 2 rx — xx C2) 



wo bei beiden die Abscissen auf einem beliebigen Durchmesser 
AB, bei der ersten aber vom Mittelpunct C, und bei der zweiten 
vom Endpunct A aus gezählt werden. 

Ausser diesen beiden, der sog. Mittelpuncts- und Scheitelglei- 
chung des Kreises, die wir hier als bekannt voraussetzen können, 
müssen wir nun noch eine allgemeine Gleichung desselben, für 
eine ganz beliebige Abscissen-Achse XX und darin gesetzten An- 
fangspunct 0 entwickeln. Wir stellen darüber folgende Aufgabe. 

Aufgabe. Es ist die Grösse und Lage eines Kreises, näm- 
lich sein Radius und die Coordinaten seines Mittelpuncts gegeben. 
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MC ■= r 
OG =-= (i 
CG = b 

Kreises für diesen Anfangspunct 0. 

Auflös. Sei für einen beliebi- 
gen Punct M des Kreises: 
die Abscisse OP — x 
die Ordinale MP = y 
so ist, wenn man den Durchmesser 
AB mit der Abscissen-Achse XX 
parallel gezogen denkt: 

CQ = OP — OG — x — a 
MO — MP — CG = y — b 
MO 2 + CQ 2 = MC 2 , daher: 

(y ~ by + C* — fl) 2 = rr (3) 

die verlangte Gleichung des Kreises. 

Dass dieser wirklich darin enthalten und umgekehrt wieder 
daraus abgeleitet werden kann, lässt sich leicht zeigen: 

Es folgt aus derselben: 

y = b + Vrr — (x — o) a (4) 

Nimmt man hierin: x — a = OG 

so ist: r/ = b + r=GC + r 

wo das obere Zeichen den Punct D, das untere den Punct E 
bestimmt. 

Nimmt man x — a-\-r — OK 

so ist: y = b = KB CPunct B) 

Setzt man x — a— r = OL 
so wird : y — b = AL (Punct A) 

Für x — a -f- CQ (— OP) 
wird y = b + VQrr — CQ 2 ) 

= 6 + MQ 

wo das obere Zeichen den Punct M, das untere den Punct m 
giebt. 

Für x — a — CR = OV 
wird y — b + VQrr — CR 2 ) 

= 6 + NR 

das obere Zeichen giebt den Punct N, das untere den Punct w. 
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Für x >■ a -f- r 
und x -< a — r 
wird y imaginair. 

Anmerkung. Man überzeugt sich leicht, dass die Gleichung 
(3) ganz allgemein ist und auch für die drei andern Lagen des 
Mittelpuncts C gilt, wenn man nur die Vorzeichen seiner Cn- 
ordinaten gehörig berücksichtig!. 

Läge z. B. der Mittelpunct unterhalb der Abscissen- und 
rechts der Ordinaten-Achse, so wäre die Ordinate b des Mittel— 
puncts negativ, und für diesen Fall verwandelt sich die Gleichung 
(3) in: 

Cy + b)* -f C x-<Q *=rr 
y — — 6 + Vrr — Qx — a ) 2 

Läge der Mittelpunct unterhalb der Abscissen- und links der 
Ordinaten-Achse, so wären beide Coordinaten a und b negativ 
und für diesen Fall die Gleichung des Kreises 

Cy -1- 6)' 2 -{- Ca: -f aj 1 == rr 
y — — b + Vrr — (a; -f- a) a 

Verlegt man den Anfangspunct 0 nach C , so ist a = 0, 
6=0 und die Gleichung (3) verwandelt sich in die Mittelpuncts- 
gleichung (0- Verlegt man 0 nach A, so ist a — r, 6 = 0, 
und die allgemeine Gleichung f3) verwandelt sich in die Scheitel- 
gleichung (2). 

Wie gross daher in einer Gleichung, welche sich auf die 
Form Cy — 6) a -f- (a; — «) 2 = rr bringen lässt, die beständigen 
Grössen o, 6 und r auch sein und welches Vorzeichen a und 6 
auch haben mögen, so giebt doch eine solche Gleichung (vor- 
ausgesetzt, dass das rechter Hand stehende rr positiv ist) über 
eine beliebige Abscissen -Achse und aus einem beliebig darin 
gesetzten Anfangspunct construirt, immer einen Kreis, dessen 
Radius —Vrr = r und dessen Mittelpuncts-Coordinaten a und 
6 sind. 

SO. 

Aus der allgemeinen Gleichung des Kreises 

Cy — 6) 2 -1- Cc — «)® == rr CD 

folgt (durch Auflösung der Klammern etc.) 

yy -j- xx — 2by — 2aa: — rr — an — 66 . . . (2) 
oder wenn man der Kürze wegen 



Digitized by Google 




64 



- 2b = B 

— 2a -= A 

rr — aa — bb — C 

setzt: 

yy 4- xx + By -f Ax =■ C (3) 

welche man auch als die allgemeine Gleichung des Kreises be- 
trachten kann. Denn wäre eine bestimmte Gleichung von dieser 
Form gegeben (in welcher nämlich kein Product aus x y vor- 
kommt und worin die Coeflicienten von yy und xx einander 
gleich, oder = 1 sind, die übrigen Coeflicienten A, B, C mögen 
sein, was sie wollen), so lässt sich leicht zeigen, dass eine 
solche Gleichung, durch rechtwinklige Coordinaten construirt, 
wenn überhaupt eine Linie nothwendig einen Kreis giebt, dessen 
Grösse und Lage gegen zwei rechtwinklige Coordinaten-Achsen 
durch die Coeflicienten A, B, C vollkommen bestimmt ist. 

Denn addiren wir, um diese Gleichung (3) auf die bekannte 
Form der Gleichung ( 1 ) zurückzuführen , auf beiden Seiten 
JAA + 4BB, so kommt . 

yy-\rfy-\-\BR J rxx-\-kx-\- JAA— C-f- JAA+4BB- • -(4) 

Linker Seite stehen nun zwei vollkommne Quadrate und man 
kann diese Gleichung (4) auch so schreiben: 

Cy 4 *B)* + Cx +*A)* = RR (3) 

wo der Kürze wegen 

C + 4AA 4- 4BB = RR 

gesetzt ist. Und man sieht nun, dass zufolge § 19 diese aus 
C3) entsprungene Gleichung (5) die eines Kreises ist, 

dessen Radius = V(C 4- £AA -|- |BB) 

Abscisse des Mittelpuncts — — £A 
Ordinate des Mittelpuncts = — £B. 

Anmerkung. Wäre C negativ und — |AA -f-JBB, so wäre 
R -— 0, und folglich der Kreis ein Punct. Wäre C negativ und 
grösser als \\A + |BB , so wäre R und folglich auch y un- 
möglich und die Gleichung Hesse sich dann nicht construiren. 

Beispiele. Man bestimme die Grösse und Lage der in fol- 
genden drei Gleichungen enthaltenen Kreise (gegen zwei recht- 
winklig genommene Achsen): 
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\yy -+ 4xx + 8 y — 16x -|- 3=0 (1) 

yy +- xx — G y —16 = 0 (2) 

yy + xx +- Ay — 2x -+ 8 = 0 (3) 

Auflösung. Aus der ersten Gleichung folgt, indem wir sie 
erst, um die Cocflicicntcn von yy und xx auf 1 zu bringen, 
durch 4 dividiren: 

yy *+ 2y +- xx — 4x = — $ 
yy 4- 2 IJ 4- 1 + xr - 4x +- 4 = — $ + 1+4 
Cy+ 0 2 + O-2)2=4* 

Es ist also dieses Kreises 

Radius — V A\ 

Mitlelpts. Abscisse = +- 2 
„ Ordinate — — 1 

Für die zweite Gleichung ist A = 0, B = — 6, C— 16 folg- 
lich dieses Kreises 

Radius = 5 
Mitlelpts. Abscisse =0 
„ Ordinate = -+ 3 

Die dritte Gleichung lässt sich nicht conslruiren. 



31 . 



Aufgabe. Die Gleichung eines Kreises zu finden, der durch 
beliebige drei durch ihre Coordinalen gegebene Puncle M'Cx'j/'), 
M" (x" y' 0, M"' Cr'" y" 0 gehl. 

Auflös. Die Gleichung hat jeden- 
falls die Form: 

c»/-e) 4 +-c®-«) 2 — PP--C1) 

und cs kommt nur darauf an, die hierin 
vorkommenden drei beständigen Grös- 
sen, nämlich den Radius CM" = g, die 
Abscisse des Mittclpuncts OG = u und 
CG — § zu bestimmen. Diese Cocfli- 
cientcn a, S, g, müssen nämlich so beschaffen sein, dass die 
Gleichung (1} für x = x', y — y', für x — x", y — y" und für 
x= x'", y—y"' giebt; daher folgende drei Bedingungsgleichungen 




die Ordinate desselben 



Oy' - -+ (x‘ - «)- = W 

Cd" — S) 2 +' Cx" — «0* ^ gg 
f y"‘- <0* - gg 



& 

C3) 

C4J 
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woraus die unbekannten beständigen Grössen «, g, p durch einen 
etwas weitläuftigen, aber gewöhnlichen Eliminalionsprocess leicht 
zu finden sind. 

Subtrahirt man, um zuerst g zu eliminircn, die zweite Glei- 
chung von der dritten und vierten, so erhält man: 

(y‘— y“ )-64-0 '— x “ ).«= iC y‘y‘—y" y“ -i-x'x'—x" x"). .(5) 
(y -y"0 • e+(x' -x"o . *= icyy-y"'y“'+x i x‘-x , “x“0 ■ ■ (6) 

Jetzt die fünfte Gleichung mit y‘ — y"‘, die sechste mit y'—y“ 
multiplicirt und dann von einander subtrahirt, wird § eliminirt 
und man erhält: 

i Cy‘- »"') (y'y'- *"*") -Hy'- y”) (.y'y'- y'"y"'+x , x‘- „ 

Cy'-y‘") (x‘-x") - (y'-y'O (V-*"') 

Die Gleichung (5) mit x' — x‘" und (6) mit x‘ — x" mul- 
tiplicirt und dann von einander subtrahirt, kommt auch 

g _ i(x‘- x‘‘‘) (y'y 1 - y»y''4-j- V- Q'- x'%y‘y‘- y"‘y'"+x‘x‘-x'"x“') __ h 

(*•-*“) (y‘-y‘0 - (x'-x") (y'-y"‘) 

Diese für a und g gefundenen Werthe in die Gleichung (2) 
substiluirl, wird auch der Radius 

g — V(y‘ — 6) 2 + (x' — fl) 2 = r 

bekannt. Endlich diese drei für a, g, p gefundenen Werthe, die 
wir, Kürze halber, mit a, b, r bezeichnet haben, in die allge- 
meine Form (1) substituirt, kommt 

( y — ft) 2 -f- (x — fl)* = rr 

als die verlangte Gleichung des durch a, b, r der Lage und 
Grösse nach bestimmten Kreises, der durch die drei gegebenen 
Puncte Cx',yO, (x“,y‘% C x'",y 1 “') geht. 

Bemerkung. Die vorhergehenden Rechnungen zeigen, dass 
man durch drei beliebige Puncte, aber auch nur durch drei, 
immer einen Kreis führen kann, dessen Grösse und Lage durch 
die Coordinaten der gegebenen drei Puncte bestimmt ist; denn 
diese geben drei Gleichungen, durch welche die drei beständigen 
Grössen «, g, p berechnet werden können. 

Wären nur zwei oder ein Punct gegeben, so würden im 
ersten Falle eine und im andern Falle zwei dieser beständigen 
Grössen unbestimmt und willkührlich bleiben, zum Beweise, dass 
durch ein oder zwei Puncte unzählig viele Kreise möglich sind. 
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Lägen die gegebenen drei Puncte in grader Linie, wäre z. B. 
y‘ — y“ — y‘“, s0 wären «, §, p unendlich. 

Lägen die drei gegebenen Puncto zufällig so, dass sie von 
dem Anlangspunct 0 gleichweit entfernt wären, so fände man 
a— 0, g = 0 und Q — V(x‘x‘-\-y‘y‘') — V(x , 'x"- } r y"y“') — 
V(x‘“x"‘ + y"‘y‘“') und erhielte dann die Mittelpunctsgleichung. 

Aufgabe. Es sind, die Coordinalen zweier Puncte M' Qx‘, i/‘) 
M" Qx“, y“) , so wie die Lage und Grösse eines Kreises C ge- 
geben, nämlich die Coordinalen seines Mittelpunets und sein 
Radius 

OB — a 
CB =6 
CM = r 

Man sucht die Gleichung eines Kreises , der durch die beiden 
gegebenen Puncte geht und zugleich den gegebenen Kreis ein- 
schliesst und berührt. 

Auflös. Seien«, 6 die unbekann- 
ten Coordinatcn des Miltelpuncts A, 
und p der unbekannte Radius des ge- 
suchten Kreises, nämlich : 

OG — « 

AG — e 
AM— p 

so ist die Gleichung dieses Kreises 

C y - O 2 4 O - «0 2 ~ pp 

Weil beide Kreise im Berührnngspunct M eine gemeinschaft- 
liche Berührungslinie haben und die darauf in M Senkrechte 
durch beider Millclpuncte geht, so haben wir die drei Bedin- 
gungsgleichungen : 

(y - ~ - p? CO 

C y"~ £) 2 4- C*"— O 2 - pp (2) 

Cb - §) 2 4- Ca - «)* = Cp ~ O 2 . . . (3) 

woraus die unbekannten Grössen «, 6, p als Functionen der ge- 
gegebenen x‘, y‘, x", y“, a, b, r leicht zu finden. 

Soll der gegebene Kreis C berührt und ausgeschlossen wer- 
den, so muss man Cp 4 O 2 statt Cp — O 2 setzen. 
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II. Die Parabel. 

38 . 

Erklärung: Seien LL\ DX zwei auf einander senkrechte 
Linien und in letzterer ein Punct F beliebig angenommen. Als- 
dann ist eine krumme Linie MAX von der Beschaffenheit mög- 
lich, dass der (senkrechte) Abstand eines jeden ihrer Puncte 

a, m‘ von der Linie LL', gleich ist der Entfernung 

desselben von dem Puncte F, so nämlich, dass: 

MF — MG 
rF — ra 
mF — mit 
AF AD 
m'F - m'b 




Eine solche krumme Linie heisst eine Parabel. 

Die Linie AX, welche die Parabel in zwei gleiche Hälften 
(Aesle, Schenkel) theilt, heisst die Achse und der Punct A in 
ihr der Scheitel. 

Der feste Punct F in der Achse heisst (aus später zu er- 
wähnenden optischen Gründen) der Brennpunct (Focus}. 

jede vom Brennpunct an die Parabel gehende Linie, wie 

FM, Ym heisst Leitstrahl (Radius verlor). 

Die durch den Brennpunct F gehende, auf der Achse senk- 
rechte Sehne nun' heisst der Parameter der Parabel. 

Die Linie LL' endlich heisst Leitlinie. 

Anmerkung. Man kann sich 

eine Parabel auf folgendcWei- 
se durch stetige Bewegung ei- 
nes Punctes beschrieben den- 
ken: 

Ein bei a rechtwinkliges 
Dreieck (oder Winkelhaken) 
ab c gleite mit dem einen 
Schenkel a b an eine Leitlinie 
LL' hin, während zugleich ein 
uriausdehnsamer Faden, von 
der Lange des andern Schen- 
kels ac, dessen eines Ende in 
c und dessen anderes Ende in 
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dem Brennpunct F befestigt ist, mittelst eines an dem Sehenkcl 
ac fortgleitenden Zeiehnenstiftes sr stets straff gespannt wird, 
alsdann beschreibt der Zeichnenstift offenbar eine Parabel. Denn 
weil die Länge des ganzen Fadens gleich dem Schenkel ac ist, 
nämlich ar -|- rc — Fr + rc — ac, so bleibt auch, wenn man von 
beiden das Stuck rc des Fadens, welches sich an den Schenkel 
ac angelegt hat, abzieht, ar — Fr, d. h. der beim Forlschieben 
des Dreiecks abc an der Seile ac fortgleitende Stift sr bleibt 
immer in gleicher Entfernung vom Brennpunct F und der Leit- 
linie LL'. Um den unteren Zweig zu beschreiben, muss man 
das Dreieck abc umlegen. 



24 . 



Aufgabe. Aas dem erklärten Begriff und dem gegebenen 
Parameter einer Parabel die Gleichung derselben abzuleiten, 
wenn die Achse zur Abscissen-Linie und der Scheitel zum An- 
fang spunct (rechtwinkliger Coordinateii) genommen wird. 

Auflös. Setzen wir den gege- 
benen Parameter mm' — p, die Ordi- 
nale MP — y und die Abscisse AP— x, 
so folgt, weil nach dem Begriffe der 
Parabel sowohl die Leitlinie als der 
Brennpunct um 5 des Parameters vom 
Scheitel A (Anfangspunct) entfernt 
sind(AF — AI) - -Jp), dass für jeden 
Punct M: 

FM - DP — AP -|- \p-x -f hp 
FP ■ - AP — 4 p — x — \p 




und folglich auch, weil immer 

MP*-}-FF- FM 5 

m + C® — I/O 2 - O -f 4/0 2 

uud hieraus die fragliche höchst einfache Gleichung der Parabel: 



tj — Vpx 

welche, wegen des doppelten Vorzeichens der Quadrat wurzel. 
zugleich auch den unteren Ast giebt. 



2»j. 



Aufgabe. Die räumliche Bedeutung der Gleichung i/y ar 
(deren Ursprung wir jetzt nicht wissen, sondern als willkürlich 
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aufgeworfen annehmen wollen) zu erklären, (l. h. die Gestalt 
und Merkmale der uns einer Gleichung ron der Form 

gg — ax 

entspringenden Linie , die zur Unterscheidung con andern Arten 
Linien Parabel heissen soll, anzugeben. 

A ii fl ö s ii ii ir. Vus ilrr gegebenen Gleichung folgt: 
g I u. r 

Nehmen »vir nun eine Linie AX als Abscissen - Achse und 
darin A als Anfangspunct, so isl: 

1) Für x — 0 auch y— 0. Unsere Linie, Parabel genannt, 
geht also durch den Anfangspunct. 

2) Für negative Abscissen wird y imaginair. Für jede po- 
sitive Abscisse aber giebt die Gleichung immer zwei gleiche 
entgegengesetzte Ordinaten, die mit den Abscissen waclisen nnd 
mit diesen unendlich werden, denn für x—zc wird auch y— + cc. 
Die krumme Linie geht also von A aus mit zwei gleichen Zwei- 
gen zu beiden Seilen der positiven Abscissen-Linie ins Unend- 
liche fort und kann, ausser im Anfangspunct, die Abscissen- 
Achse nicht schneiden. 

Anmerkung. Wäre a negativ, so gäbe die Gleichung nur 
für negative Abscissen reelle Ordinaten, und man bekäme dann 
dieselbe Parabel in entgegengesetzter Lage. 



26 . 

Die Construction der Parabel durch Berechnung der zu 
beliebig angenommenen Abscissen gehörenden Ordinaten, ist 
wegen der jedesmal erforderlichen Wurzel -Ausziehung sehr 
beschwerlich. Wir wollen deshalb hier einen zuerst von Euler 
gezeigten (auch auf andere krumme Linien anwendbaren) Kunst- 
griff mittheilen , durch welchen man die zur Bestimmung der 
Ordinaten erforderlichen Wurzel-Ausziehungen umgehen und die 
Parabel viel leichter conslruiren kann. 

Dieser höchst einfache Kunstgriff ergiebt sich aus folgenden 
Betrachtungen : 

Sei y irgend eine irrationale Function von x, in Zeichen: 
y—yx, und MN ein Theil der daraus hervorgehenden krummen 
Linie, so dass für AP = x, MP — y ist. 

Nimmt man nun in der Ebene dieser Linie einen ganz be- 
liebigen, aber durch seine Coordinaten AB — «, FB = g be- 
stimmten Punct F an, so ist auch die Entfernung dieses Puncts F 
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von einem Punct M der krummen Linie durch 
die Coordinaten x, y desselben, also auch 
Cweil y durch x gegeben) durch die Abscisse 
x des Punctes M vollkommen bestimmt. Wir 
haben nämlich, die Entfernung FM = r ge- 
setzt. unmittelbar aus der Figur, oder nach 
$ 10 : 

rr *= ty — O 2 H (x — «)- 
oder auch für y seinen Werth <f>x gesetzt: 

rr — Cf x — g) 2 -}- (x — x'J 1 

rr = Ox) 2 — 2g . gx -j- gg -f xx — 2xx -f- ** 

Lässt sich nun durch eine schickliche Wahl der in unserm 
Belieben stehenden Coordinaten x, 6 die Lage des Puncts F so 
bestimmen, dass der Ausdruck rechter Hand ein vollkommenes 
Quadrat, also die Wurzel daraus rational wird, so soll ein sol- 
cher Punct F, Brennpunct (Focus), und jede von ihm an die . 
krumme Linie gezogene Grade, wie FM = r, Leitstrahl (Ra- 
dius vector) heissen. 

Es ist klar, dass in diesem Fall der zu einer gegebenen 
Abscisse AP = x gehörende Radius vector FM = r leichter, als 
die Ordinate MP = y zu berechnen und durch ihn ebenfalls die 
Lage des Puncts M bestimmt ist. Man braucht nämlich nur aus 
F mit dem durch AP=x bestimmten Radius vector einen Kreis- 
bogen zu beschreiben, welcher von dem in P errichteten Per- 
pendikel die Ordinate MP y abschneidet. 

27 . 

Wenden wir nun die eben erklärte Theorie auf die Parabel 
an, mn zu entdecken, ob dieselbe einen Brennpunct habe. Nen- 
nen wir, im Fall ein solcher existirt, a. und g die noch unbe- 
kannten Coordinaten desselben, so ist für dessen Entfernung r 
von einem Punct M (x, y) der Parabel 

rr -(y- g) 2 + (x - *)* 
oder weil für die Parabel hierin 

yy — ax 
y — Vax 

so ist 

rr — ax — 2g . Vax + gg -f- xx — 2«x -f- xx 

Soll nun r eine rationale Function von x sein, so muss es 
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um so mehr auch rr sein, und deshalb nothwendig zuerst von 
dem irrationalen Gliede 26 . Vax befreit werden. Dies geht aber 
nicht anders, als indem man 6 = 0 nimmt. Folglich muss, wenn 
ein Brennpunct möglich ist, dessen Ordinate 6 = 0 sein und 
mithin sein, Ort in der Achse gesucht werden. Es kommt also 
darauf an, ob sich die Grösse x, über welche wir noch zu ver- 
fügen haben, so bestimmen lässt, dass jetzt ("eil 6 = 0): 

xx -j- Ca — 2a) x -(- xx 

ein vollkommenes Quadrat wird. Dies wird cs, wenn mau x 
so nimmt, dass (siehe Algebra § 214): 

2 x — a — 2« 
folglich x — \a 

für diese Annahme von x ist dann: 

11 | ft ft 

rr = xx -f- %ax + 1( . 

mithin r — x -}- i 

Nehmen wir also in unserer Parabel t 

I 

AF = i« * 

so ist F der fragliche Brennpunct derselben, und folglich für 
AP — x, FM = r = *+ i«; für AP' x', FM'=r‘ — x“~\- \a etc. 

Um nun durch Hülfe des Brenn- 
puncts F die Parabel leichter zu 
construiren , verlängere man die 
Achse rückwärts um AD \a, er- 
richte in beliebigen Puncten P, P' . . 
die Perpendikel MN, M'N' .... und 
schneide diese aus F, mit den Leit— 
strahlen DP, DP' . . in M, N, M' N'. . 
so sind dieses Puncto in der Parabel, 
deren man auf diese Weise leicht 
noch mehre bestimmen und durch 
einen freien Handzug mit einander verbinden kann. 

Errichtet man in D eine senkrechte LU', so ist, als eine 
merkwürdige Eigenschaft der Parabel jeder Punct M, N, M' .... 
derselben von dieser senkrechten und vom Brennpunct gleich- 
weit entfernt, denn MG DP MF. 

* Die beständigen Grössen (wie hier n) bedeuten keine Linien, sondern 
bestimmte Zahlen, welche .jedorh eben so, wie. die veränderlichen Grössen, 
durch Linien diirgcstelll werden können, wie hier « durch den Parameter. 
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Die durch den Brennpunct F gellende, auf der Achse senk- 
rechten Sehne mm 1 heisst der Parameter der Parabel. Seine 
halbe Länge mV folgt aus der Gleichung der Parabel, wenn 
man der veränderlichen Abscisse x den Werth AF — Ja beilegt, 
für diesen Werth von x — \a giebt die Gleichung y Vax 

/nF = Va . 4 = 

folglich ist der ganze Parameter mm' — a dem beständigen Co- 
elficienten von x, und man sicht, dass durch diesen Coeflicion- 
ton, oder den Parameter, die Parabel vollkommen bestimmt i>t. 
Je grösser derselbe, je weiter ist der Brennpunct vom Scheitel 
entfernt, und umgekehrt. 

Aus der Gleichung der Parabel yy = ax folgt noch: 
a-.y^y.x 

in Worten: die Ordinate eines beliebigen Punctcs M der Parabel 
ist immer die mittlere Proportionale zwischen der zugehörigen 
Abscisse und dem Parameter. * 



» 8 . 

Die Theorie der drei krummen Linien: Perabel, Ellipse, Hy- 
perbel, ist, ausser in der Mechanik und Naturwissenschaft, na- 
mentlich auch in der Astronomie deshalb von grosser Wichtig- 
keit, weil, wie zuerst Newton gezeigt hat, vermöge einer Natur- 
notwendigkeit (der allgemeinen Gravitation) die Planeten und 
Cometen sich (momentan) nur in einer von diesen drei Linien 
und in keiner andern bewegen können. 

Um nun den Lauf der himmlischen Körper leichter verfolgen 
und ihren Ort am Himmel für eine beliebige, verflossene oder 
zukünftige Zeit bestimmen zu können, ist es bequemer, diese 
Linien, statt durch rechtwinklige, durch Polar-Coordinatcn aus- 
zudrücken. — Aus diesem Grunde noch folgende Aufgabe über 
die Parabel. 

« 9 . 

A u fg a b e. Die Polargleichung der Parabel zu linden, wenn 
der Brennpunct F als Pol , der Anfangspunct der Winkeldrehung 
im Scheitel A angenommen wird. 

Auflösung. Sei der Radius vector FM = r, der Polar- 
winkcl AFM — 6 und der Parameter der Parabel =p , so ist 

* Andere merkwürdigere Eigenschaften der Parabel kommen im dritten 
Huche vor. 
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offenbar durch diesen, die Parabel 
bestimmenden beständigen Parameter 
p und durch eine beliebige Grösse 
des verändert. Winkels 6 die Länge 
des zugehörigen Rad. vcct. r mithin 
die Lage des Punctes M bestimmt, 
und die Gleichung zwischen r, 6, p 
muss sich aus der bekannten Eigen- 
schaft der Parabel ablciteu lassen. 
Pis ist nämlich (§ 27) 

AF — \p = AD 

FM = r = DF -1- FP = + FP 

nun aber FP = FM . cos(180 — 0) = — r cos 6 
also r = ip — r cos 6 

und hieraus die fragliche Polargleichung 

r = _JP_ 

1 -f cos 6 

Setzen wir hierin zur Probe 9 = 0, so ist r = %p = FA ; für 
6 — 90, ist r = ip = Fm; für 6 = 120°, ist r=p ; für 6 — 180°, 
ist r = fe= co ; für 6 — 270°, ist r — ip — Fm'; für 6 = 360°, 
ist r — $p = FA. 

Den untern Zweig der Parabel erhält man aber auch, wenn 
man sich in entgegengesetzte Richtung dreht , also 9 negativ 
nimmt. So ist z. B. für 6 — — 90°, r — lp etc. 

30 . 

*) Aufgabe. Die Bahn eines Cometen sei eine Parabel und 
zwei (durch Beobachtungen und Rechnung bestimmte) Entfer- 
nungen desselben von der Sonne, d. i. zwei vom Pol S zu ihm füh- 
rende Leitstrahlen M'S=r', M"S=r", so wie der Winkel «, den sie 
einschliessen, gegeben, z.B. r'=$, r"=£, 
« = 30°. Man sucht den Ort des Peri- 
hels A, d. h. den Parameter p und die 
Lage der Achse oder den Winkel ASM' = 0. 

Auflös. Die Polargleichung der Pa- 
rabel kann jedenfalls auf folgende Form 
gebracht werden: 

• = iP 

; 1 -f- cos 6 



Digitized by Google 





75 



Zur Bestimmung der gesuchten Grössen p und 6 haben wir fol- 
gende zwei Bedingungsgleichungen: 



1 + cos 6 

h> 



1 -\- cos (0 -f- *) 



(0 

( 2 ) 



Hieraus lölgl nun : 



r' 1 -f- c0!ä iß + *) 2 . cos 2 + «) 

r" 1 + cos 2 . cos 2 •](? 



cos j OH- PC) ^ v 

cos r“ 

Beide Seiten dieser Gleichung von 1 sublrahirt und zu 1 addirt, 
dann dividirt, kommt: 

cos 1 6 — cos Hä -f- 1 + ^ 

cos iS -f- cos -)- «) 1 ± y? r 

Nach bekannten goniometrischeii Formeln lässt sich die Differenz 
sowohl als die Summe zweier Cosinus in ein Product verwan- 
deln, thut man dies und setzt zugleich = tg m, so erhält 
man : 

2 sin %(ß -j- ja) . sin \x I Q tg m 

2 cos -f- i°0 • cos 5 * 1 i tg m 

(3 , 

Aus dieser Gleichung findet man 6 und dann aus (1) 

p ==• 4r' cos 2 y (4) 



Für 6 sowohl als für p findet man natürlich zwei Werthe, weil 
in der Aufgabe nicht angegeben, ob die beiden Leitstrahlen an 
einerlei oder an verschiedenen Seiten der Achse liegen. Man 
findet nämlich : 

6 = 60°, p = 1, wenn »•', r“ an einerlei Seite, 

6 — 163° 29', p — 0,02753, wenn zu beiden Seiten der Achse. 



III. Die Ellipse. 

31 . 

Erklärung. Eine krumme Linie von der Beschaffenheit, dass 
die Summe der beiden Abstände eines jeden ihrer Punctc M. 
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M' von zwei andern festen Punclen F, F', immer dieselbe 

ist: FM -f- F'M = FM' -)- F'M', heisst eine Ellipse. 

Man kann sich eine solche Linie durch die stetige Bewe- 
gung eines Puncts beschrieben denken , indem man sich vorstellt, 
ein mit seinen beiden Enden in F und F' befestigter (oder auch 
um beide Puncte gelegter endloser) Faden (ohne Dicke) werde 
mittelst eines Zeichnenstifts SM (ohne Dicke) gespannt und dann 
dieser Stift, den Faden stets spannend, um die beiden festen 
Puncte F, F' ganz herum geführt. Alsdann ist augenscheinlich 
die Summe der beiden Abstände eines jeden Puncts 31, 31' ... . 
von F und F' immer dieselbe, nämlich gleich der Länge des 
ganzen Fadens. 

Die beiden festen Puncte F, F' heis- 
sen (aus optischen Gründen) die Brenn- 
puncle, und jede von ihnen bis an die 
Ellipse gehende grade Linie, wie F3I, 
FM', F'M... Leitstrahl ( Rad . tect.') 

Die durch die Brennpuncte gehende 
Linie AB heisst die grosse, und die in 
ihrer Mitte C darauf senkrechte DE die 
kleine Achse. 

Die Puncte A und B heissen Scheitel und C der Mitlelpuncl 
der Ellipse. 

Die durch einen der Brennpuncte gehende auf der grossen 
Achse senkrechten Sehne mm 1 , heisst Parameter. 

Die Entfernung eines der Brennpuncte vom Mittelpunct C, 
nämlich: CF = CF' heisst die Excentricität der Ellipse. 

3 * 2 . 

Aus dem Begriffe oder Merkmal der Ellipse folgt; 

1) dass die für alle Puncte D, 31, M', B. . . . gleiche Summe 
je zweier dahin führenden Leitstrahlen (Abstände von den Brenn- 
puncten F, F') nothwendig gleich der grossen Achse sein muss. 
Denn B ist von F um BF — FF, 4- BF' und von F' um BF' ent- 
fernt, also die Summe der beiden Abstände = FF' -f- BF' + BF', 
oder weil, wie leicht cinzuschcn , BF' AF. so ist auch 
FF' H- BF' -f- BF' — FF' 4- BF' 4- AF = AB; 

2) dass ein Endpunct D der kleinen Achse um die halbe 
grosse Achse von den Brennpunctcn entfernt ist, denn weil, 
wie eben bewiesen, FD4'F'D = AB und C die Milte von AB 
ist, so ist auch FD =■=- F'D = }AB. 

Setzen wir also: 
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die halbe grosse Achse AC= a 
die halbe kleine Achse CD = b 
die Excentricilät CF — e 



so folgt aus dem rechtwinkligen Dreiecke FCD: 

bb — aa ee 
ec — aa — bb 



3) Durch die grosse Achse und Exccntricität ist folglich die 
kleine Achse, und umgekehrt, durch die grosse und kleine Achse, 
die Exccntricität, und in beiden Fällen die Ellipse selbst bestimmt. 

4) Leicht ist es nun, eine Ellipse durch Puncte zu construi- 
ren, wenn ihre grosse Achse AB und die Excentricilät CF= CF' 
gegeben sind. Man beschreibe nämlich mit einem beliebigen 
Thcil, AG, der grossen Achse aus dem einen, und mit dem 
Rest, GB, aus dem andern Brennpuncl einen Bogen, so ist der 
Durchschnittspuncl M beider Bögen um die Summe AG-|- GB- — AB 
von den beiden Brennptincten entfernt, und folglich ein Punct 
in der Ellipse. Auf gleiche Weise kann man mit je zwei an- 
dern Theilen der grossen Achse verfahren und dann die so 
bestimmten Puncte der Ellipse durch einen Zug aus freier Hand 
mit einander verbinden. 

5) Um nach der gegebenen grossen und kleinen Achse 
die Ellipse zu construiren, muss man erst die Excentricilät 
e — Vaa — bb bestimmen. Man errichte dann auf der Mitte C 
der grossen Achse einen Perpendikel DC — der halben kleinen 
Achse, beschreibe aus D, mit der halben grossen Achse, einen 
Bogen, welcher die grosse Achse in den beiden Brennpuncten 
F, F' schneidet. 



33. 



.1 



Aufgabe. Aus der gegebenen grossen und kleinen Achse 
einer Ellipse die Gleichung derselben zu finden . wenn die Ab- 
srissen auf der grossen Achse vom Miltelpuncl C ans gerechnet 
werden. 




Auflösung. Setzen wir die 
grosse Achse AB - 2a 
kleine Achse DE — 2b 
Exccntricität CF — - e 
Abscisse CP = x 
Ordinate MP --y 
so geben uns die beiden rechtwink- 
ligen Dreiecke FMP und F'MP, in wcl- 
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chen FP ~ e -) • x, F'P = e — x und FM -j- F'M — 2a ist Cvergl. 
die § 38 geführte ähnliche Rechnung): 

FM — Vyy -)- Ce 4- a;) 2 

F'M — l yy -j- Ce — a:) 2 
Vyy + C« -f a:) 2 -f Vyy -f Ce — a:) 2 = 2a 
Vyy + Ce — x) 2 — 2a — Vyy Ce -J- x ) 2 CAlgebra § 230) 

yy-\ ee— 2ex-f xx-Aaa-\-yy-{-ee-\-2ex-\-xx— 4a Vyy-^ Ce+aO 2 
(t Vyy -}- Ce -f- a:) 2 — aa -f- ex 
aayy + aaee -f- 2aaex -f- uoxa: = a 4 + 2 aaex -f- eexx 
aayy C»a — ee) xx — aa C aa — ee) 

Nun ist C§ 32) aa — ee—bb und folglich die verlangte so- 
genannte Mittelpuncts-Gleichung der Ellipse: 

aayy -f- bbxx — - aabb 



34 . 

Aufgabe. Die räumliche Bedeutung einer Gleichung zwei- 
ten Grades von der Form 

aayy -f- bbxx — aabb CO 

deren Ursprung wir nicht kennen wollen, zu erklären, nämlich 
die daraus entspringende krumme Linie, die zur Unterscheidung 
von Linien anderer Arten, Ellipse heissen soll, darzustellen. 

' Auflös. Aus der vorgegebenen 
Gleichung folgt: 




y — — Vaa — xx. . . C2) 

Wir ziehen nun zwei auf einan- 
der senkrechte Achsen und nehmen 
deren Durchschnittspunct C zum An- 
fangspunct. 

Für x — 0 giebt die Gleichung y = + 6; machen wir also 
CD — b, CE = — b, so sind D und E die Puncte, in welchen 
die Ellipse die Ordinaten-Achse schneidet. 

Für y — 0 ist x — + a; nehmen wir also CB = -(- a, 
CA= — a, so sind A und B die Puncte, in welche die Ab- 
scissen-Achse geschnitten wird. 

Für x >- + a wird y imaginair. 
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Für jedes x -< Hh a giebt es immer zwei gleiche entgegen- 
gesetzte Ordinalen. 

Für gleich grosse entgegengesetzte Abscissen giebt es gleiche 
Ordinaten. 

Und folglich ist unsere Linie, Ellipse genannt, eine in sich 
zurücklaufende, begrenzte und wird von jeder der beiden Linien 
AB” 2a und DE = 26 in zwei sich deckende Hälften getheilt. 

Ist a >• b, so soll AB die grosse und DE die kleine Achse 
der Ellipse heissen; umgekehrt, wenn b >■ a ist. 



35. 

*) Aufgabe. Zu untersuchen , ob die Ellipse einen Brenn- 
punct, nämlich einen solchen Punct habe, dass die von ihm nach 
beliebigen Puncten der Ellipse gehenden Leilslrahlen rationale 
Functionen von den Abscissen dieser Puncte sind. 

Auflösung. Seien, wenn ein solcher Punct möglich ist, 
a, S die zu bestimmenden Coordinaten desselben und r der von 
ihm nach einem beliebigen Punct M (x, y) der Ellipse gehende 
Leitstrahl, so ist CS 26) 

rr = Cy — §)' 2 -{-(* — a) 2 

Setzen wir hierin, um r durch die veränderliche Abscisse x 
allein auszudrücken, statt y den gleichgeltenden Werth —Vaa—xx 
aus (2), so ist: 

rr = — (aa — xx~) — 26 . ~V aa — xx 4- SS j- xx — 2ax -j - ** 
aa a 

Damit nun r, folglich um so mehr auch rr, eine rationale 
Function von x werde, muss der fragliche Brcnnpunct eine solche 
Lage haben, dass aus vorstehender Gleichung das irrationale 
Glied herausfallt, also jedenfalls in der Achse Aß liegen, mithin 
die Ordinate desselben 6 = 0 sein (indem a und b bestimmte 
Grössen sind). Für einen etwaigen Brennpunct muss also 

rr = -- (aa — xx') j-ra - 2»x 4- ux 
aa 

oder rr — — — . xx — 2aa; -f- Caa -j- bb). . . (2) 

aa 

und rechter Hand ein vollkommenes Quadrat sein, und folglich 
* so genommen werden, dass (Algebra § 214) 
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2 . V— — . Vxx + 66 — 2* 

aa 

hieraus : x~V ( aa — 66) = + e 

Ist nun a>~b, also der Werth von x, den wir mit e be- 
zeichnet haben, eine reelle Grösse, so zeigt das doppelte Vor- 
zeichen derselben, dass die Ellipse zwei Brcnnpuncte F, F' hat, 
welche beide in der grossen Achse AB, der eine rechts, der 
andere links, um V Qaa — 66) — + e von C entfernt liegen. 
Diese Grösse e — CF = CF', heisst die Excentricität der Ellipse, 
und man kann sie leicht durch Construction finden. Beschreibt 
man nämlich mit der halben grossen Achse — a aus dem End- 
punct D der kleinen einen Bogen, so schneidet dieser die grosse 
Achse in zwei Puncte F, F', welche, weil CF— CF'—Vaa— 66, 
die gesuchten Brennpuncte sind. 

Substituiren wir den mit + e bezeichneten Werth von x in 
(2), so kommt, weil ee — aa — 66, und folglich xx + 66 — aa, 

rr — -- xx + 2ex 4- aa 
aa 

. ex 
r = a~r — 

~ o 

wo die beiden Theile der Wurzel deshalb verwechselt sind, weil 

CJs 

r wesentlich positiv und a >■ — ist. ‘ 

Die beiden nach einem Punct M O, y ) führenden Leitstrahlen 
/•' und r sind also: 



r‘ = a- f- 



ex 

a 



C3) 



Aus der Addition dieser beiden Gleichungen folgt, als eine 
merkwürdige Eigenschaft der Ellipse, dass für jeden Punct M(x,y) 

r -j- »•' = 2a 

in Worten: die Summe der Abstände 
eines jeden Puncts der Ellipse von 
den Breunpuncten ist immer gleich 
der grossen Achse. 

Anmerkung 1. Ware in der Glei- 
chung von der Form 
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aayy -f- bbxx — aabb 

6 > a, so wäre sie dennoch die Gleichung einer Ellipse, in wel- 
cher dann aber 2a die kleine und 2b die grosse Achse ist, in 
welcher die Brennpuncte liegen. In diesem Fall betrachte man 
x als die abhängig veränderliche Grösse, und es ist dann: 



x — - Vbb — yy 

Anmerkung 2. Auch ist leicht einzusehen, dass jede Glei- 
chung von der Form — = 

A yy Bxx = C 

durch rechtwinklige Coordiflfaten conslruirt, eine Ellipse gicbt, 

C 

deren eine halbe Achse — und die andere 

£ 

multiplicirt man die Gleichung mit ^g, so ist: 

C . C C C 

f>' + *” = AT 



V 



A - 



Denn 



und wenn man g- • 



xx und -T- — SS setzt : 

A 



xxyy -f- SSxx = 



36. 

Aufgabe. Seien die grosse und kleine Achse einer Ellipse 
2a und 2b gegeben. Es soll die hiedurch bestimmte, durch einen 
der Brennpuncte, F', gehende, auf der grossen Achse senkrechte 
Sehne, mm‘=p, welche man den Parameter der Ellipse nennt, 
gefunden werden. 

Auflösung. Die Gleichung der Ellipse ist: 

u = — V aa — xx 
* a 

und diese giebt die Ordinate F»t = £p, wenn man darin die 
Abscisse x — CF = V aa — bb = e nimmt; für diesen Werth 
von x ist: 



hieraus folgt : |p : b — b : a, also auch : 

6 
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p : 26 ■= - 2b : 2a 

in Worten: in jeder Ellipse ist die kleine Achse die mittlere 
Proportionale zwischen der grossen Achse und dem Parameter. 

37. 



A u f g a b c. Aus der gegebenen grossen Achse AB =» 2a und 
der Excentricität CF = e, die Polargleichung der Ellipse zu 
finden, wenn der Pol im Brennpuncl F und der Anfangspunct 
der W inkeldrehung im Scheitel B angenommen wird. 

Auflösung. Sei der Polarwinkel MFB = 6, der durch a, c, 
0 bestimmte Radius vector FM = r, so ist, wenn man den an- 
dern Radius vector F'M, vorläufig mit r‘ bezeichnet, in dem 
Dreiecke F'MF, in welchem F'F — 2e nach einem bekannten 
trigonometrischen Satze 



cos ClyO — 6j — 



Aee -f- rr — r'r 1 
4 er 



CO 




Nun ist aber cos (180 —6j=— cos 6; 
r' -\- r — 2a) also >•' r' = (2a — r) 2 . 
Dies in CO subslituirt, kommt 



aa 



ee 



a -J- e cos 6 ' 



• ( 2 ) 



In der Anwendung dieser Glei- 
chung auf Astronomie, giebt man 
ihr eine etwas andere Form. Man nennt nämlich in der Astro- 
nomie nicht die Linie CF = e, sondern ihr Verhältnis.? zur hal- 



ben grossen Achse AC = 



a, d. h. den Quotienten — , die (nume- 



rische) Excentricität. Bezeichnen wir diese mit t, so dass— =f 

a 

und ee — aait, so wird, nach Einführung dieses Quotienten, die 
die Gleichung (‘2) 

- c3) 



1 + t cos 6 

Aus der Gleichung (2) folgt: r 



bb 



a -f- e cos 6 



6b 

a 



1 + e cos 6 

mithin ist auch, wenn wir den Parameter einführen (§ 36) 

ip 



1 + f cos 6' 



■ (4) 
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IV. Wie Hyperbel. 

38 . 

Erklärung. Eino krumme Linie von der Beschaffenheit, »hiss 
die Differenz der Abstände eines jeden ihrer Puncto M, M', B.. 
von zwei festen Punctcn F, F' immer dieselbe ist, nämlich: 

MF - MF' LF - LF' — BF — BF' 
heisst eine Hyperbel. 

Man kann sich die Hy- 
perbel auf mechanische 
Weise beschrieben den- 
ken, indem man sich vor- 
stellt: ein Linial FL drehe 
sich um den einen festen 
PunclF, während zugleich 
ein Faden F'L, kürzer als 
das Linial, dessen eines 
Ende in L, das andere in 
F' befestigt ist , mittelst 
eines Stifts .vM stets straff 
daran gehalten wird. Als- 
dann beschreibt der, an 
dem sich drehenden Linial fortgleitendc Stift eine krumme Linie 
von der angegebenen Beschaffenheit. Denn ist der zeichnende 
Stift bis M gekommen, so hat sich ein Thcil ML des Fadens an 
das Linial gelegt und es ist dann : 

FM - F M — FM + ML - (F'M -f ML) = FL - F'L 

Ebenso zeigt man, dass für jeden andern Punct die Differenz 
seiner Abstände von F und F' immer = FL — F'L, also gleich 
der Länge des Linials, weniger der Länge des Fadens ist. 

Dieselbe Constructioji, die nach der einen Seite hin Statt 
findet, findet auch auf der andern Seite Statt. 

Die Hyperbel besteht also aus zwei gleichen, nicht zusam- 
menhängenden Zweigen, die man auch wohl entgegengesetzte 
Hyperbeln nennt. 

Die beiden festen Puncto F und F' heissen Brcnnpuncle. 

Die Linie AB, welche verlängert durch die Brennpuncte geht, 
heisst die (Haupt-) Achse, ihre Endpuncte A, B die Scheitel. 
und ihre Mitte C der Mittelpnnct der Hyperbel. 

li" 
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Die Entfernung der Brcnnpunclc vom MiUelpunct CF = CF', 
heisst die Excentricität. 

Die durch einen der Brcnnpunclc auf FF' senkrechte Sehne, 
wie mm 1 , heisst der Parameter der Hyperbel. 

Die von den Brennpuncten F, F' nach einem Punct M der 
Hyperbel gehenden Graden, FM, F'M, heissen Leitstrahlen. 

Es folgt aus dem Begriff der Hyperbel, dass die beständige 
Differenz je zweier Leitstrahlen ([Unterschied der Abstände eines 
Punctes von den beiden Brennpuncten) gleich der Achse ist, 
nämlich : FL - F'L = FM - F'M = FB — F'B -= AB, denn : 

FB - F'B = FA + AB - F'B = AB. 

Es muss also auch, wenn die Conslniction möglich sein soll, 
die Achse kleiner als die doppelte Exccntricität sein, AB c FF'. 

Es ergiebt sich leicht, wie man beliebig viele Puncte einer 
Hyperbel durch Construction findet. Beschreibt man nämlich 
aus den Brennpuncten FF' mit je zwei um die Achse AB ver- 
schiedenen Leitstrahlen AG, BG, dann mit AG' BG' etc. wechsels- 
weise Bögen, so bestimmt der Durchschnittspunct je zwei der- 
selben, einen Punct in der, durch die Achse und die Excentri- 
cität bestimmten Hyperbel. 



30 . 



Aufgabe. Aus dem gegebenen Begriffe der Hyperbel eine 
Gleichung für dieselbe abzuleiten, wenn die Achse und die Ex- 
centricilüt gegeben, und der Mittelpunct zum Anfangspunct ge- 
nommen wird. 




Auflös. Es sei die 

halbe Achse AC = a 
Excentricität CF = e 
Lei (strahl FM = r 
„ F'M= r' 

folglich r— r'=2« 
Abscisse CP — x 
Ordinate MP = y 

so hat man, durch ganz 
gleiche Schlüsse wie bei 
der Ellipse C§33) 



rr — yy 4- C-^ 4- CO 

r'r‘— yy Gr — e) 4 C2) 
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Subhrahire C2) von CO kommt: 

Cr -f r‘) Cr - r') - 4 ex 
und durch r— r' 2a dividirt: 

‘lex 

r -f r > = — 
a 

addire: r — r' — 2a 

ex 4- aa 

kommt: r — — — - 

a 

diesen Werth von r in CO suhstituirt kommt: 

Cex + aa) 4 



yy + C® + e) 4 



aa 



und hieraus: 

aayy — fee — an) xx — — aa (ee — aa ) .... C3) 
Setzen wir zur Vereinfachung dieser Gleichung den bestän- 



digen Werth der zweitheiligen Grösse: 

ee — aa — bb CO 

so ist die verlangte Gleichung der Hyperbel: 

aayy — bbxx— — aabb C5) 



Diese sogen. Mittelpuncts-Gleiehung der Hyperbel hat Aelin- 
lichkeit mit der Gleichung der Ellipse und folgt daraus, wenn 
man darin b V — 1 statt b, folglich — bb statt bb setzt: 

Wegen dieser Aehnlichkeit der Hyperbel mit der Ellipse, 
denkt man sich aus einem der Scheitel CB) mit dem Halbmesser 
CF = e, von der Ordinalen -Achse yy die Stücke CD = CE — 
Vee — aa — b abgeschnitten und nennt diese Linie DE = 26 
die zweite Caber nur eingebildete) Achse der Hyperbel. 

40 . 

Aufgabe. Was ist der räumliche Sinn folgender Gleichung, 



deren Ursprung unbekannt sein soll? 

aayy — 66xx= — aabb CO 

Auflösung. Aus der vorgegebenen Gleichung folgt: 
y — — Vfxx — aa) C2) 

(l 
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Nehmen wir in einer beliebi- 
gen AbscissenriclilungXX einen 
Punct C als Anfangspunct, so ist : 

1) Für x — 0, die Ordinate 
iinaginair, nämlich y-^b V— 1. 
Die Ordinalen- Achse wird also 
nicht geschnitten. 

2) Um die etwaigen Durch- 
schnittspuncte in der Abscissen- 
Achsc zu finden, setzen wir in 
tl), oder (2), y — 0, dann wird 

x = + a. Nehmen wir also CB = + a, CA — — a, so sind 
A, B die gesuchten Durchschnittspuncte. 

3) Für alle x c + a giebt es keine Ordinalen. 

4) Für jedes x + n giebt es zwei gleiche entgegengesetze 
Ordinalen, die mit den Abscissen wachsen. 

5) Zu gleichen entgegengesetzten Abscissen gehören gleiche 
Ordinalen. 

Unsere krumme Linie, die wir Hyperbel nennen wollen, be- 
steht also aus zwei vollkommen gleichen getrennten Linien, die 
jede mit zwei Zweigen ohne Grenzen ins Unendliche Fortgehen. 
Die krumme Linie (Hyperbel) ist folglich, so wie auch ihre 
Gleichung, eine discontinuirlichc (Einl. Seite 23}. 

41 . 

Aufgabe. Zu untersuchen, ob die Hyperbel einen Breun- 
punct, nämlich einen solchen Punct habe, dass der ron ihm nach 
einem beliebigen Punct M (x, y) der Hyperbel gehende Leilstrahl 
(r) eine rationale Function ron der Abscissc x werde. 

Auflösung. Die Schlüsse und Rechnungen sind hier ganz 
dieselben, wie für die Ellipse (§35). Auch müssen, wegen der 
Aehnlichkeit in den Gleichungen beider Linien, die sich nur 
durch die entgegengesetzten Vorzeichen des Cocfficicnten bb 
unterscheiden, die fraglichen Ausdrücke für *, 6, r aus jenen 
(§ 35) folgen, indem man darin blos — bb statt bb setzt. Es 
muss also 6 — 0 sein, und die Gleichung (2) § 35 verändert 
sich in: 




aa bb . , ... . 

— xx — Ixx - (*« — bb) ( I ) 

aa 

und damit r rational wird, muss die Abscissc x des Brennpuncls 
so genommen werden, dass 
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aa -f- bb 



aa 



(xu — bb') — - xx 



mithin: x = V(_ aa -f- bb') — Hh e 

* 

Die beiden Wcrthe von «, welche wir mit rc bezeichnet 
haben, sind reell, und folglich hat die Hyperbel zwei in der 
Abscissen-Achse liegende Brennpunctc, welche rechts und links 
vom Mittelpunct C, um e — Vaa -f- bb entfernt liegen. 

Uin diese Puncto durch Construction zu linden, errichte man 
im Mittelpunct C ein Perpendikel DC b und ziehe DB, so ist 
DB = V aa-\-bb ^e. Nimmt man also die Exccntricität CF'- CF--DB, 
so sind F und F' die Brennpunctc. 

Um die Grösse des durch einen der Brennpuncte gebenden, 
durch a und b (die wirkliche und eingebildete Achse) bestimm- 
ten Parameters, inm‘ — p, zu finden, brauchen wir nur in der 
Gleichung der Hyperbel 



F 










/ 




\ ‘ r- 


/ 




\ / 











B 




» = - V xx — aa 
J a 

die veränderliche Grösse 

x — CF — Vau + bb 

zu setzen, so erhält man die 
Ordinate 



mV -ip — 



bb 



folglich ist auch in der Hyper- 
bel, (wie in der Ellipse) 

die eingebildete Achse 2b, die mittlere Proportionale zwischen 
der wirklichen Achse und dem Parameter. 

Um die Längen der beiden nach einem Punct M Gr, i/) füh- 
renden Leitstrahlen FM = r und F*M = r‘ zu finden, setzen wir 
in (1) +e statt «, und ee statt aa bb, so ist: 

ec i 

rr — - xx 4- 2ex -4- aa 
aa 1 



ex 

r — — — a . 
a 



ex 



-\- a, 



C2) 

(3.) 



Subtrahirt man (2) von (3), so kommt 
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»•' — r = 2a 



in Worten: die Differenz zweier Leitstrahlen ist für alle Punctc 
der Hyperbel immer — 2a — der Achse AB. 

4 *. 



Aufgabe. Die Polaryleichung der Hyperbel zu finden, wenn 
die Achse AB = 2a, die Excentricitäl CF — e gegeben und der 
Pol im Brennpunct F angenommen wird. 




Au fl ös. Bezeichnet man 
den Polanvinkel S1FA mit fl, 
den durch a, e, 0 bestimmten 
Radius vector FM mit r und 
den andern F'M vorläufig mit 
r‘, so hat man aus dem Drei- 
eck FMF'. in welchem FF'=2e; 
und wegen r' — r — 2a, also 
r'r' = C2a -|- /•)* 

lee + rr — (2 a-HO 2 



hieraus 



ee — aa 
a -f- e cos 0 



CO 



ß 

oder indem wir — = t, setzen C§ 37) 
a 



a (« — 0 
1 zcos 0 



r 



*P 

1 -J - 1 cos 0 



C2) 

C3) 



Diese Polargleichungcn der Hyperbel geben richtig beide 
Zweige, wenn man den Leitstrahl sich ganz herum von 0 = 0 
bis 0 = 360, oder auch sowohl links als rechts herum drehen 
lässt, d. h. den Polarwinkel 0 sowohl positiv 0,90° . . . als ne- 
gativ 0,-90... nimmt, und dabei das Voizeichen von r ge- 
hörig beachtet, folglich die Länge von einem negativen r, in 
der, dem beweglichen Schenkel des Winkels 0 entgegengesetzten 
Richtung nimmt. Die Gleichung (0 giebt uns z. B. für: 
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*=0 o ,...+90°,±AF9,±180,±C360-EBFO,+270...+360 n 
cos(?=l 0 ,-± - 1 , -±, ... 0 ,... 1 

C r 

ip , oo x, £/>, <*-« 

Der Radius veclor wächst vor 6 — 0 bis 0 = AFr/, wo /• mit 
DB parallel läuft, -f- x w ird und sofort in — x umschlägt, näm- 
lich den Ast AM verlässt und hei ferner wachsenden 6, von 
— x bis — (e-(-a) abnimmt und den Ast BN' beschreibt; denn 

für 6 = AFq = F'BD ist cos 6 — — cos DBC = — also 

e 

€6 — dd 

r — — 5 = x. Für 6 >■ 180° kommen die beiden andern 

Aeste. 

Anmerkung. In der Polargleichung (3) der Hyperbel sind 
auch die der Parabel und Ellipse enthalten, wo aber für die 
Parabel t~ 1, für die Ellipse e -< 1 und für die Hyperbel i>~ 1. 
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Drittes Buch. 



•o£><£o 



Methode der Tangenten. 



43 . 

Erklärung. Um zuerst einen allgemeinen, auf alle krumme 
Linien passenden Begriff einer Berührungslinie festzusetzen, auf 
welchen zugleich die Analysis mit Erfolg und bequem angewandt 
werden kann, sei BL irgend eine krumme Linie, y — gx, und 
M' der Punct, in welchem sie von einer graden Tf berührt wer- 
den soll. 

Denkt man sich nun durch diesen Berührungspuncl M' und 
einen andern benachbarten Punct M" erst eine Sekante Ss ge- 
zogen, und diese dann so um den Berührungspunct M' gedreht, 

dass der 2tc Durchschnitts- 
punct M" immer näher an 
M‘ rückt, so muss die Se- 
kante S s einmal in eine 
solche Lage T t kommen, in 
welcher der Punct M" mit 
M' zusammen fallt, und diese 
Linie T t nennt man dann 
die Tangential- oder Benihrwigslinie für den Punct M' (wie oft 
sie übrigens diesseits oder jenseits von M' die krumme Linie 
auch schneiden möge). 

1. Besonders nennt man auch das Stiiek M'T der Berüh- 
rungslinic, vom Berührungspunct bis zum Durchschnittspunct mit 
der Abscissenlinie, die Tangente des Punctcs M', und diese Linie 
ist immer wesentlich positiv. 
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2. Das Slück TP' der Abscisscn-Linie vom Durchschnittspunct 
der Tangente bis zum Fusspunct der Ordinate, heisst Snbtan- 
(jentc und ist positiv oder negativ, je nachdem sie vom Durch- 
schnittspunct T aus, nach positiver oder negativer Abscissen- 
Richtung fallt Cin vorstehender Figur ist die Subtangente TP' 
positiv). 

3. Die auf der Tangente im Berührungspunct M' senkrechte 
Linie, oder besonders nur das Stück M'N derselben, vom Berüli- 
rungspunct bis zum Durchschnittspunct mit der Abscisscn-Linie 
heisst die Normale des Puncts M', und diese Linie ist wesent- 
lich positiv. 

4. Das Stück P'N der Abscisscn-Linie, vom Fusspunct der 
Ordinate bis zuin Durchschnittspunct mit der Normale heisst 
Subnormale und diese ist positiv oder, negativ, je nachdem sie 
von P' aus, nach positiver oder negativer Abscisscn -Richtung 
hin, fallt. 

Die Grössen dieser vier Linien M'T, P'T, M'N, P'N ändern sich 
(iin Allgemeinen) mit der Lage des Punctes M', sind aber in 
jedem Fall durch die Coordinaten desselben vollkommen be- 
stimmt. Die Verfahrungsweisen, ihre Grössen aus den gegebenen 
Coordinaten zu berechnen, nennt man Methode der Tangenten, 
und man berechnet sie deshalb, weil man dadurch oft einen 
deutlichem Begriff von dem Laufe oder der Richtung einer krum- 
men Linie in ihren verschiedenen Puncten erhält und Eigenschaf- 
ten derselben entdeckt, wie die folgenden Beispiele zeigen wer- 
den. Alle Aufgaben über Tangcntenzichen kommen übrigens 
auf folgende zwei zurück: Entweder sind die Coordinaten 0r‘, */') 
des zu berührenden Puncts M', oder die Coordinaten («, §) eines 
ausserhalb der krummen Linie liegenden Puncts gegeben, von 
welchem aus eine Berührungslinie gezogen werden soll. 



I. Tangenten am Kreise. 

44 . 

Aufgabe. Es sind die Coordinaten des Bcrührungspuncts 
M' Cx‘, iT) eines bestimmten Kreises (C als Anfang spuncl ) ge- 
geben. Mau sucht die hiedurch bestimmten Grössen der Tan- 
gente, Subtangente , Normale und Subnormale für diesen Puncl 
M'. Kürze halber bezeichne man (nach Cauchy) die Grössen 
dieser vier Linien der Reihe nach mit T, Sr,N, S„. 
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Au ( lös. Man suche hier 
(wie in allen ähnlichen Fällen) 
erst die Gleichung der Berüh- 
rungslinie T t , und dann die 
Gleichung der Normale MN, 
woraus man das Gesuchte leicht 
findet. 

1. Um die Rechnung einzu- 
leilen, nehmen wir noch einen zweiten Punct M" zu Hülfe, des- 
sen Coordinalen x“, y" (weil sie nur Hülfsgrössen sind, und 
aus Rechnung doch wieder heraus, oder mit x' y‘ zuletzt zu- 
sammenfallcn) unbestimmt bleiben können. 

Suchen wir nun zuerst die Gleichung der durch die beiden 
Puncte (x', »/')• (#", Jt") gehenden Sekante Ss, für denselben 
Anfangspunct C. so ist nach § 12, 6 für diese Sekante 

S«) y - y‘ = y , ~ y x r , O - *') CD 

w < «" r M"0 A 

2) Der Coeflicient ^ 7 — ^ j— J ist hier bekanntlich 

die trigonometrische Tangente des Winkels, den die Sekante mit 
der Abscissen- Linie macht, § 11. Um nun zuerst für diesen 
Coefficienten einen schicklichem Ausdruck zu erhalten, der nicht 
auf die vieldeutige Form £ führt, wenn man darin, um M" auf 
M' fallen zu lassen, x" = x‘ und y' — y“ setzt, beachte man, 
dass je zwei Coordinalen x', y‘ und x", y“ (weil M' und M" in 
einem Kreise, dessen Radius = o, liegen), von einander abhän- 

y* — y N 

gen. Wir haben nämlich zur Umformung des Coefficienten -- — ^ 
noch die beiden Bedingungsgleichungen: 



y‘ y‘ + x‘ x' = aa ( 2 ) 

y"y“-\- x"x“— aa (3) 



und hieraus (3) von (2) sublrahirt (Algebr. § 143): 

?/' ~ y“ x> + x “ 

x' - x“ y' + y“ 

Dies in (1) subsliluirt ist die Gleichung der Sekante: 

Sä ) r -y'=-5l±^l(x-x') ( 5 ) 

3) Lässt man nun die Sekante Ss sich um den Punct M' 
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drehen bis M" mit M' zusammenfallt, so kommt sie in die Lage 
der durch M' gehenden Tangente T /, und es ist demnach, indem 
wir nur in (5) x“—x ‘ ; y“—y‘ setzen die gesuchte {Jleichung 
dieser Tangente 

TO y -y‘=~-j, (x-*0 C6D* 



4) Dieser Gleichung kann man noch eine andere Form geben. 
Es ist nämlich, wenn man mit y‘ mulliplicirt und beachtet, dass 
y‘y‘ x'x' — aa 

TO y'y -|- x'x — aa (7) 



In beiden Gleichungen (6), (7) sind x‘ und y‘ Q— V aa— x'x“') 
bestimmte, x und y aber die veränderlichen (laufenden) Coor- 
dinaten der graden Linie Tf. 

5) Der beständige Coefficient — — in (6) ist die trigon. 

y 

Tangente des Winkels T, unter welchem die Berührungslinie T t 
die Abscissenachse schneidet, und dieser Coefficient ist 

y 

positiv, wenn x‘ — CP negativ ist und umgekehrt. 

6) Um die Subtangente PT zu erhalten, braucht man nur die 

y 1 

gegebene Ordinate M'P' — y‘ mit cot T = — -- zu inultipliciren. 

X 

Aus dieser Subtangente und der Ordinate kann man dann auch 
leicht, vermöge der beiden entstandenen rechtwinkligen und 
ähnlichen Dreiecke M'P'T, M'P'C die drei übrigen Linien Tan- 
gente, Subnornude und Normale finden. Man hat nämlich aus 
dem rechlw. Dreieck M'P'T die Subtangente TP' =• M'P. cot T, 
y'y 1 

mithin S ( = — —— oder, wenn man alles durch die Abscisse x' 

x , < 

(Kl J; JV 

ausdrücken will: S, == — — ; für positive x' ist diese Sub- 



tangente negativ, weil dann die Berührungslinie mit der posi- 
tiven Abscissenrichtung einen stumpfen Winkel macht, dessen 

trigon. Tangente — — ~ ist. Da nun M'T 2 =-M'P' 2 -t-TP' 2 oder 

T 2 = y'y' -f S, 2 , so ist: 

t* = y'y' + £ = Scx'x- + y>n - y -^~ 



x'x 



* Oder auch so geschrieben : 

x* x'x* 

y - — y r ■* + '/ + - y r 



(§ II). 
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daher : T = — V aa —x'x' ; das zu nehmende Vorzeichen 
~~ x' x 1 

ist durch .die Festsetzung (§ 43, 2) bestimmt, dass die Tangente 
T immer positiv sein muss. 

Aus dem rechtw. Dreieck M'P'C, in welchem Winkel M' = 

WinkclT, folgt: P'C=M'P tgM'; mithinist: S» — x' 

offenbar negativ, wenn x' positiv, und umgekehrt. 

Da nun 

M'C 2 = JPP' 2 -f PC 2 oder N 2 = y'y' + S 2 — t/y'-f x'x'- oo, 
so ist N — a. — Die fraglichen durch M' ( \x' , y') bestimmten 
vier Linien sind also (für den Kreis): 



T = ± 

S» — — 






xx 



yy. 

X' 



aa — xx' 
x‘ 



N — « 



S. — — x‘ 



CD 

C2) 

C3) 

CD 



Zur Uebung dienend bestimme man diese vier Linien auch 
nach folgender üblichen Methode. Aus der Gleichung der Be- 
rührungslinie T t findet man leicht die Abscisse ihres Durch- 
schnittspuncts. Wir setzen deshalb in (6) oder (7) y = 0, so 
ist (S 7): 



St = x' — x •— x' — -= - y! f = CP' - CT.. (8)* 

x‘ x' 

Um die Tangente M'T zu erhalten, berechnen wir (nach § 10) 
den Abstand der beiden Puncte T ( 5 ®) und M‘ Qx', y') und 
finden : 

T-fw-0)» +(*■-£)■' 

Oder wenn man die Klammern unter dem Wurzelzeichen 
auflöst und beachtet, dass y'y' -f- x'x' — aa, 



* Damit ilic Subtangente das ihr nach der Bestimmung (§ 43, 2) zu- 
kumniendc Vorzeichen erhält, muss man die berechnete Ahscissc des l’imc- 
tes T von der gegebenen des Herührungspunrtes subtrnliiren. 
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T = —Vaa - x‘x‘ = + % (9) 

x' x' 

Aus der Gleichung der Berührungslinie * 

Tt) y -y'^-~7 C* — x .‘ ) 



folgt die Gleichung der darauf senkrechten, durch den Punct 
M' Gr', yO gehenden Normale (§ 18) 

MN) y — y‘ •= fx — *') (10) 

JC 

Setzen wir hierin, um die Abscissc ihres Durchschnittspuncts 
zu erhalten, y^=0, so kommt: 

x = 0 

folglich geht die Normallinie durch den Anfangspunct C, und 
es ist also die 

S,, — 0 — x‘ — — x' (11) 

Aus den Coordinaten der beiden Puncte M' (x', y'); C(0, 0) 
folgt 

N = Vy'y' 4- x‘x‘ = a (12) 

Wir halten uns hier bei den, aus den Ausdrücken für die 
Tangente, Subtangente etc. leicht zu folgernden bekannten Eigen- 
schaften des Kreises und Constructionen dieser Linien nicht auf, 
indem wir nur die Methode der Tangenten zuerst an einer aus 
der Elementar-Geomctric bekannten Linie zeigen wollten. 

45 . 

^Aufgabe. Aus einem gegebenen Punct T (a, b) soll eine 
Tangente an einen gegebenen Kreis gezogen und die Coordinaten 
des Berührung tpuncts bestimmt werden. Der Mittelpunct C ist 
Anfangspunct. 

Auflös. Bezeichnen wir den 
Radius des Kreises mit r, die un- 
bekannten, durch r, a, b bestimm- 
ten Coordinaten des gesuchten Be- 
rührungspuncts M, mitx,,i/,, so 
können wir die Gleichung der durch 
M, gehenden Tangente Tf in fol- 
gender Form schreiben (§44): 
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yy, -f xx, — rr (1) 

Zur Bestimmung der beiden unbekannten Coordinatcn x,,y, 
(denn x, y sind die laufenden) können wir nun zwei Gleichun- 
gen aufstellen. 

Weil nämlich die Tangente durch den gegebenen Punct T (a, 6) 
gehen soll, also die Gleichung (1) derselben, y = b für x — a 
geben muss, so haben wir aus (1) 

by, -f- ax, = rr (2) 

und, weil der Punct M, (x, y,) im Kreise liegt, also die eine 
unbekannte y, durch die andere x, bestimmt ist, noch die er- 
forderliche zweite Gleichung 

y,y,-\- x,x, ^rr (3) 

Aus der Gleichung (2) folgt 




C4) 



Diesen Werth von y, in C3) substituirt, wird die unbekannte 
y, eliminirt, und wir haben zur Bestimmung der andern x, die 
Gleichung 




x, x, — rr 



Diese verwickelte quadratische Gleichung auf x, reducirt, 
erhalten wir die gesuchte Abscisse des Berührungspuncts : 

arr + br Vaa -j- bb — rr 

~ ao+h b ® 

Aus dem doppelten Vorzeichen schliessen wir, dass es zwei 
Berührungspuncle M,,M„ giebt. Setzen wir die Werthe von x, 
aus CV) in (4), so erhalten wir auch die beiden Ordinalen: 



?/< 



brr -\-ar Vaa -)- bb — rr 
aa -f- bb 



C6) 



II. Tang-eiiten an der Parabel. 

40. 

Aufgabe. Es sind die Coordinaten des Berührungspuncts 
M* (x‘, y') in einer durch ihre Gleichung y — Vpx bestimmten 
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Parabel gegeben. Gesucht: die Tangente, Subtangente, Nor- 
male und Subnormale für diesen Punct M\ 

Auflösung. Nehmen wie 
zufolge Erklärung § 43, noch 
einen zweiten Punct M"(x",y"), 
so ist die Gleichung der durch 
M', M" gehenden Sekante Ss 

y-y‘ =y x rz^^ . .co 

Hierin sind //', y“ durch x‘, x“ 
bestimmt, weil nämlich M', M" in 
der Parabel yy — px liegen, so 
haben wir noch die beiden Bedingungsgleichungcn 



y‘ y' — Px' (2) 

y" y"^— px“ (3) 



Subtrahirt man (3) von (2), so kommt: 

y' - y" = P 
x‘ - x“ y' + y " 

y* — y n 

Den Werth von diesem Coefficienten in (1) sub- 

x‘ — x" 

stituirt, erhält die Gleichung der Sekante Ss diese Form: 

77Cx-xo (4) 

Lässt man jetzt den Punct M" mit M' zusammenfallen, so 
wird y“ — y', und inan erhält dadurch aus (4) die Gleichung 
der Tangentiallinie 'fl: 

y — y' ~ C* — x') (5)* 

oder auch, wenn man mit 2 y‘ multiplicirt und beachtet, dass 
y‘y‘ = px' ist, unter dieser Form : 




* Der Coefficient ^ ist die trigon. Tangente des Winkels bei T. Ver- 
mittelst derselben erhalten wir ans den beiden ähnlichen rcchtw. Dreiecken 
TM'P' und P'M'N eben so wie § 44, 6, sehr leicht die Subt., Tang., Subn. 
11 . Norm, für den beliebig gegebenen Punct M' (*', ;/') der Parabel, nämlich: 
S, 2x ‘ ; S» = 

T K(p + 4 .t') x' ; N — ] '(p -}- Ix') x' 

7 
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yu‘ = tp C« 4- *0 (6) 

Setzt man, um die Abscisse des Durclischnittspuncts T zu 
erhalten, «/ = 0. so ist 

x — — x' — AT 

mithin : S, -- x' — x ■= 2x' (7) 

Aus den Coordinatcn der beiden Puncte M'(x', ?/')> T(— x',0) 
folgt (nach § 10) die Tangente 

T--KO + 4x0 x‘ (8) 

Aus (5) folgt die Gleichung der durch M' (x', y') gehenden 
Normallinie (§18) 

y — y‘ = — --(* — *') (9) 

/> 

hieraus für y — 0 die Abscisse des Durchschnittspuncts N 
x — x' + ip — AN 

mithin : S „ —x — x 1 -=ip (10) 

und aus M' (x', r //‘) und N (x‘ -f- Jp, 0) die Normale 

N — V (x' -f- 4p) p (40 

Die Gleichungen 8 und 11 lehren nur, dass die Tangente 



und die Normale mit der Abscisse wächst. Die Gleichungen 
7 und 10 aber lehren, als eine merkwürdige Eigenschaft der 
Parabel, dass die'Subnormale für alle Puncte dieselbe , nämlich 
immer dem halben Parameter gleich ist, und dass die Subtan- 
gente jedesmal gleich der doppelten Abscisse ist. Es ist daher 
leicht, durch einen in der Parabel gegebenen Punct M' eine 

Tangente an dieselbe zu zie- 
hen. Man nimmt nämlich auf 
der rückwärts verlängerten 
Achse das Stück AT = der 
Abscisse des Berührungs- 
puncts M' (= AP') nnd zieht 
dann von T durch M' die 
Linie T/. 

Zusatz. Denkt man sich 
über eine gemeinschaftliche 
Achse AX mehre Parabeln 
von verschiedenen Parametern 
construirt, und dann durch 
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Puncte, die, wie M, M' . . in einerlei Ordinalen-Richtung liegen, 
Tangenten gezogen, so schneiden sich diese in einerlei Pu net T. 

Anmerkung. Die Aufgabe, von einem ausserhalb einer Pa- 
rabel gegebenen Punct eine Tangente an die Parabel zu ziehen 
und die Coordinaten des Berührungspuncts zu bestimmen, wird 
ebenso gelöst wie die Aufgabe in § 4ö. 



47 . 

Eine andere merkwürdige Eigenschaft der Parabel konnte, 
weil sie sich fast von seihst darbietet, nicht lange unbemerkt 
bleiben. 

Zieht man nämlich vom Brennpunct F nach einem beliebigen 
Punct M Gr, y) der Parabel den Radius vector FM, so ist der 
Winkel, den derselbe mit der durch denselben Punct gezoge- 
nen Tangente bildet, gleich dein Winkel, den die Tangente mit 
der Abscisscnlinic macht. 




Denn weil bekanntlich: AF = ip; AT — AP ( — x~) so ist: 
TF = FM — * -f- ip 

mithin das Dreieck TFM ein gleichschenkliges, daher Winkel 

FMT — FTM 

Diese Eigenschaft der Parabel hat zur Construclion parabo- 
lischer Spiegel Anlass gegeben. 
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Stellt man sich nämlich vor: der Bogen AM der Parabel 
drehe sich um die (feste) Achse AP, so beschreibt er eine 
krumme parabolische Flache. Denkt man sich dieselbe inwendig 
polirt (spiegelnd), so hat man den BegrifT eines parabolischen 
Spiegels. 

Um die Wirkung und den Mutzen eines solchen Spiegels zu 
erklären, müssen wir den Satz aus der Optik als bekannt vor- 
aussetzen, dass ein Lichtstrahl SM, der auf eine spiegelnde Fläche 
fallt, immer unter denselben Winkel refleetirt (zurückgeworfen) 
wird, unter welchem er aufTäilt, und dass dieser Winkel gleich 
dem ist, welchen der auffallende Strahl SM mit dem Elemente 
der Fläche, also mit der im Einfallspuncl M gezogenen Tangente 
Tf macht. 

Wird nun ein solcher parabolischer Spiegel mit seiner Achse 
AX gegen einen Stern, gegen den Mittelpunct der an 20000000 
Meilen entfernten Sonne (ja selbst gegen einen irdischen, nur 
ein paar Meilen entfernten Gegenstand) gerichtet, so kann man 
in practischcr Hinsicht alle darauf fallenden Strahlen, wie SM, 
als parallel mit der Achse AX betrachten, und deshalb müssen 
sie alle, nach erfolgter Refleclion durch einen und denselben 
um i des Parameters vom Scheitel entfernten Punct F gehen, 
denn Winkel SM/ = FTM — FMT. 

Weil nun eine unendliche Menge von Strahlen gleichsam in 
einem einzigen PunCt gesammelt, verdichtet werden, so muss 
grade an diesem Punct F eine grosse Helligkeit (Hitze) enl- 
• stehen, und dies ist der Grund, weshalb man ihn den Brenn- 
punct nennt. 

Befände sich umgekehrt in F ein leuchtender Punct, so wür- 
den alle von ihm ausgehenden Lichtstrahlen parallel mit der 
Achse refleetirt und folglich mittelst eines, die Zerstreuung der 
Lichtstrahlen verhütenden parabolischen Spiegels eine beabsich- 
tigte Erleuchtung auf einen bestimmten Gegenstand geworfen 
werden können. Dies der Grund, warum man parabolische Spie- 
gel auf Leuchtthürinen etc., so wie auch zu Sprach- und Hör- 
Röhrcn zu benutzen gesucht hat. 

Zusatz. Noch eine andere merkwürdige Eigenschaft der Pa- 
rabel, und die in der Mechanik leicht eine Anwendung finden 
könnte, ist die folgende: Zieht man aus einem beliebigen Punct 
der Leitlinie zwei Tangenten an die Parabel, so bilden diese 
immer einen rechten Winkel mit einander, und die grade Linie, 
welche die beiden Berührungspunctc verbindet, geht durch den 
Brennpunct. Der Beweis ist leicht. 
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Anmerkung. Die Parabel hat so viele merkwürdige Eigen- 
schaften, dass die vollständige Aufzahlung derselben einen gan- 
zen Band füllen würde. Wir haben von den jetzt bekannten 
Eigenschaften, die Grenzen dieses Buches berücksichtigend, nur 
die wichtigsten angeführt. Folgender merkwürdiger Satz möge 
indessen, seiner practischen Wichtigkeit halber, hier noch Platz 
finden. 

48 . 

Lehrsatz. Der Flächeninhalt einer Parabel y — V ax, näm- 
lich das von einem Bogen AM und den Coordinaten AP — * 
und MP=y begrenzte Stück, ist so gross als Zweidrittel des 
aus denselben Coordinaten construirlen Rechtecks. In Zeichen: 

Fläche AMP - j \xy = Vax 

Beweis. Man denke sich die Abscissc AP — x in eine be- 
liebige Anzahl, jedoch solcher Theile getheilt, dass von den zu 

den Abscissen AP = x , AP' — x‘, AP" — x“ gehörenden 

Ordinalen MP = y, m'P' = y\ m"P" — y“ jede die nächst 

kleinere um den gleichvielsten, z. B. «len Theil derselben über- 
Irifft, so dass: 

u-y‘ +^y 

y'=y" + -^y" 
»/"= y‘"-\- — y'" 

Im Scheitel A sei der 
Perpendikel A p auf AP 
errichtet, und durch die Puncte M, »/'.»«" die mit AP paral- 

lelen Linien pH, p'q. . . gezogen, so sind hiedurch und durch 
die Verlängerung der Ordinalen innere und äussere Rechtecke 
gebildet. Bezeichnen wir die Flächen der innern, wie P/«', 

P'»»"..., Kürze halber, mit P, P' und die der äussern, wie 

pm'.p'm" . . . mit so ist: 

p = ,/• (,r — x' ), und p ==• x‘ (y — y ' ) 

P'— y"(,x' — x"). - p‘ — x"(y‘ — y"') 
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P ^. y‘ O — x') _ y, Qr - x') Cy -f- y9 = y‘ (x — xQCy+y') 
p x' (y — y‘) x' (yy — y'y') x' c«x — ax ') 

p _ .v' 0/ H y') _ y'Cy* H- »y J -) y‘) = y'y' (2 -f j;) 

/» «.r‘ y'y' y'y' 

* J’ —2-1- i also: P=-C2-K)p 

ebenso : * - — 2 ,1 - P' — (2 /,)/>' 

Mithin : 

P + P + P"+ .... — C2 + - I )0» + P' + P"+ ..O 

d. h. die Suninic aller innern Rechlecke ist 2 -}- i mal so gross, 
als die Summe aller äussern. Dieser Salz findet offenbar immer 
Stall, wie gross die Anzahl der Rechtecke auch sein möge; er 
gilt also auch bis an die Grenze, wo die Rechtecke unendlich 
schmal werden; in diesem Fall wird n unendlich gross, und 
i= os — 0, folglich ist auch die Parabclilächc APMA doppelt so 
gross als die Fläche ApMA und mithin Zweidrillei vom Recht- 
ecke APMy. Wäre z. B. AP — 9 Fuss, MP 7 Fuss, so wäre die 
Fläche von AMP = 3.9.7— 42 (Fincn kurzem Beweis lehrt 

die Integral-Rechnung.) 



III. Tangeiitcii an der Ellipse. 



4 ». 

Aufgabe. Es ist die Mittelpuncisgleichung einer Eliipse 
gegeben, man verlangt die Gleichung der durch einen bestimm- 
ten Punct gehenden Tangential- und Nurmallinie, so wie die 
Sublangente und Subnormale für diesen Punct. 

Auflüs. Sei die ge- 
gebene Ellipse: 

auji!j-\-bhxx---aabb Q 1 ) 

und M'0',y') in der 
Ellipse der gegebene 
ßcrührungspunct. 
Nehmen w ir noch ei- 
nen zweiten Punct M" Cx", y") in der Ellipse, so isl die Glei- 
chung der durch beide gehenden Sekante 
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Ss) y y‘ = y - ix - #') (2) 

X X f 

und weil die Puncte M', M" in der Ellipse liegen, also die Or- 
dinate y‘, y“ durch die Abscisscn x', x“ bestimmt sind, die bei- 
den Bedingungsgleichungen 

aay' y' bbx' x' == aabb (3) 

aay"y" -f- bbx"x"~ aabb (4) 

Subtrahire (4) von (3), kommt: 



y‘ — y“ bb x 1 -f- x“ 

x' — x“ aa y‘ + y“ 

folglich, wenn man M' mit M" zusammenfallen lässt, die gefor- 
derte Gleichung der durch M' gehenden Tangentiallinie 

TO 2t — y' = — (.x — *') (5) 

. oder: aay'y |- bbx'x — aabb (6) 



Aus (5) folgt die Gleichung der durch denselben Punct 
M* ix‘, y' ) gehenden Normallinie 

N/0 y - ?/' — ix - x r ) (7) 

Die Gleichung (6) giebt die Abscisse * des Durchschnitts- 
puncts T, wo y = 0 ist, nämlich: 



G - , aa rtt, 

b, x — x — x' — - (ö) 

X 

Aus (7) findet man die Abscisse des Puncts N, nämlich. 

a; = x‘ — CN (9) 

aa 

S„ — x — x‘ x' (10) 

aa 



* S. Note S -I* und § 46. Weil tg l*M‘T=- v," y , und t-r = - bx 
’ n bbx * aa 



aay 



st» ist für einen Punct M'C*SsfO der Ellipse: 

aay'y 4 bb[x'x* — aa ) 
bbx 1 



^ bbx 1 



aa 



T = 



V , , , «V 1 
f yy ^ " b*x‘x‘ 



bbx 



.< V a'y'y'-]- 6‘xV 



bbx 

aa * aa 9 J J 



b % j 
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Die Gleichung (8) lehrt, dass die Subtanyente von der kleinen 
Achse b gar nicht abhängt, und folglich alle über eine und die- 
selbe grosse Achse (2a) beschriebenen Ellipsen (und selbst der 
Kreis, als Ellipse, in welcher beide Achsen gleich sind), fiir 
Puncte von einerlei Abscissen auch einerlei Subtangente haben, 
und folglich die Tangenten in einem Punct T zusainmcnstossen 
(vergl. $ 45. Zus.). 

Die Gleichung 9 zeigt, dass M' und N auf einerlei Seite der 
kleinen Achse liegen. 



50 . 



Aufgabe. Das Verhält niss der beiden Winkel <f,g‘ zu er- 
forschen, welche die beiden nach einem beliebigen Beriihrungs- 
punct M (x, y) der Ellipse gehenden Leitstrahlen FM, F'M mit 
der Tangente Tt machen. 




A u f I ö s u n g. Es ist : 



lg ? = tg Cm — n) = 
tg T' — lg C h + ft) — 



tg m — tg « 

1 -(- tg m . tg n 
t g h -}- tg k 
I — tg h . lg ft 



CO 

C2) 



Ferner hat man CS 49, 5): 



tg»t ■ 



lg ft 



bbx , y 

- - ; lg n — — - — 

aay x — e 

bbx . , y 

— ; lg ft— — 
aay ° x -j- c 



daher: tg g = 



lg </' = 



bbx y 

aay x — c _ bb (er — au) 
bbxy ey (er — an) 

aayCx—e) 
bbx . y 

aay x -j- e bb (er -j aa) 
bbxy ey (er -f- aa) 

aayQ ar-f-e) 
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folglich lg <r — tg ff' = 

Die Leitstrahlen machen also mit jeder Tangente am Berttli- 
rungspunct immer gleiche Winkel. Denkt man sich ein ellip- 
tisches Gewölbe, oder zwei solche und sich so entgegengesetzte 
elliptische Spiegel, dass sie, erweitert, ein geschlossenes Ellip- 
soid Oon dem sie Theile sind) bilden, so müssen, vermöge 
jener Eigenschaft, alle von einem der Brennpuncte ausgehenden 
Schall-, Licht- und Wärmestrahlen, nach erlittener Heilection, 
durch den andern Brennpunct gehen, darin gesammelt und ver- 
dichtet werden, wie in der Expcrimental-Physik gezeigt wird. 

Leicht ist es nun auch, die durch einen bestimmten Berüli- 
rungspunct M gehende Tangente T< durch Construction zu lin- 
den: Man ziehe nämlich nach M einen Radius vector FM und 
verlängere ihn um den andern, so dass MG — F'M, ziehe F'G 
und lalle hierauf das Perpendikel ML, so ist dieses die ver- 
langte Tangente. 

Wäre umgekehrt, statt des Berfihrungspuncts M, ein ausser- 
halb der Ellipse liegender Punct H gegeben, durch welchen die 
Tangente gehen soll, so kommt es nur darauf an, einen Punct 
G zu finden, der von H um den einen Leitstrahl F'M, und von 
F um die Summe beider entfernt ist. Diesen Punct G findet 
inan aber in dem Durchschnitt der beiden aus H mit F'H und 
aus F mit AB beschriebenen Bögen: ziehe dann F'G und fälle 
darauf von H das Perpendikel HL (vergl. § 44). 



51 . 

•Lehrsatz. Der Flächeninhalt F einer Ellipse ist gleich n 
mal dem Product aus der halben grossen und halben kleinen 
Achse. In Zeichen 



F — - abn 



Beweis. Denkt man sich über die grosse Achse AB — 2 u 
einen Kreis beschrieben, so sind die Gleichungen dieses Kreises 
mul der Ellipse 

y — Vaa — xx 

y — ^ Vaa — xx 
a 

und man sieht, dass jede Ordinate der Ellipse wie MP aus der 
zu derselben Abscissc gehörenden Ordinate NP des Kreises er- 
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halten wird, indem man letztere— mal nimmt, MP —.NP. 

n « 

Dasselbe muss nun offenbar auch von der Summe aller Ordi- 
nalen oder parallelen Sehnen Mt», Kn, oder, indem man sich 
statt dieser unendlich schmale Rechtecke denkt, von den Flächen 
selbst gelten. Die Fläche des Kreises ist nun bekanntlich —narr, 

folglich die Fläche der Kllipse — - . aivt — abn. 



39 . 

* Lehrsatz. Wenn eine Ellipse sich um ihre kleine Achse 
dreht, so beschreibt sie einen Körper, das sogenannte Ellipsoid 
(oder elliptisch abgeplattete Sphäroid), dessen Volumen V gleich 
jTi mal dein Product aus der halben kleinen Achse ( b ) in das 
Quadrat der halben grossen Achse (aa) ist. ln Zeichen: 



V ■= Jjflrtbrr 



Beweis, lieber die kleine Achse sei ein Kreis gezeichnet, 
so beschreibt derselbe eine Kugel, deren Volumen bekanntlich 

= jt. Die Ordinate pQ des Kreises 
beschreibt eine Kreisfläche, deren Inhalt 
-pQ-.n. Die Ordinate der Ellipse 

MQ — aber eine Kreisfläche, de- 

ren Inhalt = MO 1 -’* ~ ^ pQ 2 . n. Es 

verhalten sich also die beiden von den 
Ordinalen p Q und MO beschriebenen 

Kreisflächen wie 1: ff und da dies Ver- 
bb 

hältniss von je zwei andern, zu einerlei Abscissc gehörenden Ordi- 
nalen beschriebenen Kreisflächen (Durchschnitte der Kugel und 
des Ellipsoid), also auch von der Summe aller unmittelbar auf ein- 
ander folgenden Durchschnitte der Kugel und des Ellipsoids gilt, 
so muss es offenbar auch (indem man sich stall der Durch- 
schnitte unendlich dünne Cylindcr denkt), von diesen Körpern 

selbst gelten. Folglich ist das Volumen des Ellipsoids ”” mal 




so gross, als das der Kugel, mithin V — ■ fh 3 -’* — §aabn. 

Anmerkung. Dreht sich die Ellipse statt um die kleine, um 
die grosse Achse, so ist das Volumen des erzeugten Ellipsoids 
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(wie man durch ähnliche Betrachtungen findet) nur ~$abb: i. 
Ellipsoide, welche durch Naturkräfte entstanden, sind aber alle 
von ersterer Art, weil die Schwungkraft dieselbe an den Polen 
(Endpunctcn der Drehachse) abplattet. 



IV. Tang-ciiten an der Hyperbel. 



Aufgabe. Es ist eine Hyperbel durch ihre Gleichung und 
ein Berührungspuncl durch seine Coordinaten gegeben. Man sucht 
die Gleichung der durch diesen Punct gehenden Tangentiallinie. 




Auflösung. Die gegebene Gleichung der Hyperbel sei: 

aayy — bbxx= — aabb (1) 

und M' (.e', y‘) der gegebene Beriihrungspunct. 

Die Gleichung der durch M' 0c', »/') und einen zweiten Punct 



M" Oe", »/") gehenden Sekante ist: 

y~U‘ -- !l x rZ - x') (2) 

Laut Bedingung der Gleichung (1) 

aay‘ y‘ — bbx‘ x' — aabb (3) 

aay"y“— bbx"x" — aabb (4) 

Aus (3) und (4) hat inan: 
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y‘ — y“ bb x‘ + 
x‘ — x“ aa ' y' y“ 



Mithin ist die gesuchte Gleichung der Tangcntiallinie T l: 



«der: 



, bbx' 

V — y = — •, (# 
■' J aay' 



x') 



nay'i/ — bbx'x— — an66 



(5) 

( 6 ) 



Wegen Aehnlichkeit unter den Gleichungen der Ellipse und 
Hyperbel hätte inan (5) und (6) auch aus (5) und (6) des 
$ 47 erhalten können, indem man in letztere — bb statt bb setzt. 

Die Gleichung (6) giebt für y = 0 die Abscisse des Durch- 
schnittspuncts T, nämlich: 



S, 



~ — CT . 
x 



— x‘ — X — x' — 



aa 

x' 



( 7 ) 

( 8 ) 



Aus dem Ausdrucke (7) folgt, als eine merkwürdige Eigen- 
schaft der Hyperbel, dass der Durchschnittspunct T, der an ir- 
gend einen Punct M' der Hyperbel BM' gezogenen Tangente 
immer zwischen C und B, als die äussersten Grenzen, fallt. 
Denn x‘ kann nie kleiner als a sein (weil für x' -< a die Or- 
dinate imaginair wird). Für x‘ — a aber ist CT = «; y‘ — 0; 
bbx * 

— co ; Subtg. — 0. Die Tangente am Scheitel B steht senk- 
recht auf der Achse. Für grösser werdende x‘ rückt der Punct 
T immer näher an den Mittelpunct, ohne ihn zu erreichen. Man 
könnte schon hieraus folgern, dass es nicht möglich ist, aus 
dem Mittelpunct eine Tangente an die Hyperbel zu ziehen, so 
wie auch keine Linie, welche beide entgegengesetzte Hyperbeln 
zugleich berührt, oder auch nur die eine berührte und die an- 
dere schnitte. Wir wollen jedoch diesen merkwürdigen Um- 
stand im folgenden § umständlicher besprechen. 

Zusatz. Zieht man nach dem Berührungspunct M' die bei- 
den Leitstrahlen FM', F'M', so lässt sich ganz so wie in § 50 
(oder indem man blos in den dortigen Formeln — bb statt bb 
setzt) zeigen, dass die Winkel, welche sie mit der Tangente 
machen, gleich sind. 

•54t 

Aufgabe. Man fragt, wie gross der Winkel 6 sein muss, 
den eine durch den Mittelpunct einer Hyperbel gehende grade 
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Linie NN' mit der Achse macht, damit diese grade Linie die 
Hyperbel I. schneidet, 2, nicht schneidet und 3, berührt. 




Auflösung. Für CP = x, MP = y, NP = y ist die Glei- 



chung der Hyperbel 

aayy — bbxx — — aabb (D 

und die der graden Linie NN' 

y = tg g . x (2) 



Um die Abscissc x des etwaigen Durchschnittspuncts zu 
linden, für welchen y = y sein muss, setzen wir CS 15) 



bbxx — aabb 
an 



= ctg e . xy 1 



hieraus folgt: 



x = 



ab 



Vtbb — aa tg 2 g) ' 

1) Nimmt man nun g so gross, dass 

aa tg 2 g >- bb 

* oder: tg g^ — 

6 a 



C3) 



so wird in C3) die Abscisse x imaginair. Für ein solches g 
können die Linien sich also nicht schneiden. 

2) Nimmt man aber g so klein, dass: 



Digitized by Google 



NO 



i g e,?- 

so gicbt die Gleichung (3), wegen des doppelten Vorzeichens, 
zwei Werthe ITir x, und die Linie NN' schneidet dann beide 
Hyperbeln; dass sie dieselben wirklich schneidet, und bei ihrem 
fernem Laufe innerhalb derselben bleibt, ist bewiesen, wenn 
man zeigt, dass die Differenz der Ordinalen y — y, welche bis 
zum Durchschnittspunct positiv ist, von da an negativ wird. 
Diese Differenz ist nun: 



- b 

y — y — tg 6 . x V xx — aa 

und wird und bleibt offenbar negativ, sobald: 



— Vxx — aa >■ tg £ . x 
a s 

. ab 

oder: x ,/rr 

J bb — aa tg 3 £ 

3) Nimmt man endlich noch den Winkel £ so, dass 




so wird in (3) die Abscisse 



x — 



+ ab 

“Ö“ 



oo 



55. 

Wenn also aus dem Mittelpunct einer Hyperbel eine grade 
Linie NN' unter einem solchen Winkel £ gezogen wird, dass 

tg£ = — = dem Quotienten der halben zweiten, durch die 

halbe erste Achse dividirt, und folglich ihre Gleichung 

b 

y = — . x 
J a 

ist, so trifft diese Linie mit den Hyperbeln erst jjp Unendlichen 
zusammen. * 



* Hier siebt man nun auch die Nothwendigkcit ein, weshalb bei der 
Construction der Hyperbel nach der Polargleichung § 42 der Radius verlor 
von -f oo plötzlich in — oo Umschlägen muss. 
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Nun lehrt aber schon die Metaphysik, dass, wenn zwei Dinge 
erst im Unendlichen Zusammentreffen, sie dann gar nicht Zu- 
sammentreffen, weil sonst das Unendliche zugleich ein Ende 
haben, begrenzt sein, folglich einen Widerspruch enthalten würde. 

Wir können jedoch diesen etwas unbefriedigt lassenden meta- 
physischen Schluss (wie alle solche sind), dass nämlich die 

grade Linie y = ^- . x immer ganz ausserhalb der Hyperbeln 

bleibt, niemals mit ihnen Zusammentreffen kann, durch Analysis 
bündiger machen, indem wir darthun, dass die Differenz der 
Ordinalen beider Linien, nämlich 

y — ü ~ - — • x — — V xx — aa (4) 

a n 

immer positiv ist. — Weil nämlich: 



xx >■ xx — aa 



so ist auch: x > V xx — aa 



— x >- — V xx — aa 
a a 



oder: y >■ y 

Die Gleichung (4) lässt sich auch so schreiben: 




(5) 



und hieraus schliessen wir, dass besagte Differenz mit wachsen- 
dem x immer kleiner und kleiner wird, ohne jedoch ganz zu 
verschwinden; mit andern Worten, dass die grade Linie sich 
der Hyperbel immer mehr und mehr nähert. Denn je grösser 



x, je grösser der Factor j ^1 — der, weil dann von 1 

immer weniger subtrahirt wird, sich der Einheit nähert, so dass 
also die Hyperbel zwar mit immer schwächerer Krümmung in 
eine grade Linie auszulaufen bestrebt ist, es aber nie kann. 

Um den Einwand zu beseitigen, dass für x = oo , in (4) aa 



gegen xx verschwinde, oder in (5) der Factor 




werde, und zugleich zu zeigen, dass man unendlich grosse (oder 
kleine) Grössen nur mit grosser Vorsicht gebrauchen darf, neh- 
men wir die Differenz der Quadrate beider zu einerlei Abscisse 
gehörenden Ordinalen. Diese ist: 
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( b V 


fb v 


1 — . ac 1 — 


I — . V xx — na I 


v a / 


l a J 



yy - yy =- 

also der merkwürdige Salz, dass diese Differenz von der Grösse 
der Abscisse ganz unabhängig, immer dieselbe und gleich dem 
Quadrate der halben zweiten Achse ist, nämlich: 

Fläche: EDBG = Fläche: NJHKLM 

Weil nun diese Differenz yy — yy Rir jede noch so grosso 
Abscisse beständig dieselbe bleibt, so können die Ordinatcn y, y 
nie gleich werden, also auch die Linien nie Zusammentreffen, 
wie klein auch die Differenz y — y werden mag. Die grade, 

immer ausserhalb der Hyperbel bleibende Linie y — ^ x kann 

also auch keine Tangente sein. Zwei Puncte, die sich neben 

einander, der eine in der graden Linie y = — x, der andere 

in der Hyperbel, bewegen, treffen in aller Ewigkeit nicht zu- 
sammen, obgleich sie sich immer näher kommen. 



50 . 

Erklärung. Eine grade (oder krumme) Linie, welcher sich 
eine krumme Linie ohne Aufhören nähert, ohne sie jedoch je 
zu erreichen, nennt man eine Asymptote. 

Die Hyperbel hat also zwei solche gradlinigtc Asymptoten, 
die sich sehr leicht construiren lassen. 

Man errichte nämlich in den Scheiteln Perpendikel BD=AG= 
der zweiten halben Achse b — Jee — aa, so sind die durch 
C, D und C, G gehenden graden Linien NN, nn‘ die Asymptoten, 
und ihre Gleichung 




Der Winkel NCn, den zwei Asymptoten machen, heisst der 
Asymptotemcinkel, und dieser ist für die sogenannte gleichzeitige 
Hyperbel, in welcher b — a, ein rechter. 

Zusatz. Jede zwischen dem Scheitel- und Mittelpunct mit 
der Asymptote parallel gezogene Linie muss die Hyperbel 
schneiden. 
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57. tf ' 

Aufgabe. Die Gleichung der Hyperbel zu finden, wenn die 
Abscissen auf der einen Asymptote CN, und die Ordinalen pa- 
rallel mit der andern genommen werden, folglich der Coordinaten- 
Wiukel dem Asymptotenwinkel gleich ist. 




• .a : *',•.»/ 



Auflösung. Die gewöhnliche Gleichung der Hyperbel ist 

aayy — bbxx— — aabb (1) 

und für den halben Asymploten-Winkel 6 ist; 




Ist nun MQ parallel nn‘ und setzt man 

Die neue Abscisse CO = t 
Ordinate MO = m 

so kann man den Zusammenhang dieser neuen Coordinatcn fol- 
gendermassen leicht aus den alten finden. 

Das Dreieck MQN ist gleichschenklig, weil M — N (. — n'), 
folglich: 

0N-M0 = « 

CN — CO -f ON — t + u 
CP — x — (t -f- u) cos 6 
AIP = y — ff -j- «) sin £ — 2 u sin 6 
oder: y CI — u) sin 6 



Ö 
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Diese Werthe von x und y in die Gleichung (1) substituirt 
kommt : 

aa (/ — n) 2 sin 2 6 — 66 CM- «)* cos 2 S — — aabb 

Durch cos 2 6 dividirt und beachtet, dass: lg 2 6— = und 

aa 



folglich (wie auch schon die Figur zeigt) cos 2 € 
kommt: 



aa 



66 



aa(t — m) 2 . 66 0 4 *0* = — aabb 

aa aa 



aa+bb ' 
aa 66 



ul = 



aa -f- 66 

4 



aa 4~ 66 



oder wenn man, der Kürze wegen, die Grösse ^ 

set/.t, so ist 



mm 



ut — mm 

mm 

u == — - — 



die höchst einfache, auf die Asymptoten bezogene Gleichung der 
Hyperbel. Ist dieselbe eine gleichseitige, so ist b = a und 

« = (s. s. 22, 2). 
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Viertes Buch, 

■o©<So- 



Von den geometrischen Oertern. 



58 . 

Erklärung. Innerhalb der Schenkel eines Winkels A giebl 
es gewiss einen so gelegenen Puncl M, dass die von ihm auf 
die Schenkel gefällten Perpendikel MP, MO ein bestimmtes Ver- 
hältniss zu einander haben, z. ß. dass MQ, nmal so gross als 
MP ist. 

Man sieht aber sogleich, dass, wenn die Lage oder der Ort 
eines solchen Puncts M gefunden wäre, dieser Punct M nicht 
der einzig mögliche ist, dass es vielmehr noch unzählig andere 
Puncte M', M"... von derselben Beschaffenheit giebt, und dass 
sie alle in einer durch M und den Scheitel A gehenden graden 
Linie AG liegen, denn vermöge Aelmlichkcit der Vierecke APMQ, 
AP'M'O'... hat man: 

MP : MO = M'P' : M'O' — . , . . 

Man nennt deshalb die ganze 
Linie AG, in welcher alle mög- 
lichen Puncte von der erwähnten 
Beschaffenheit liegen, den geo- 
metrischen Ort derselben. 

So wie nun hier die grade 
Linie, so können auch in vielen 
andern Fällen bestimmte krumme Linien die Lagen gewisser 
Puncte von bestimmter Eigenschaft enthalten, und deshalb die 
geometrischen Oerter derselben sein. 
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2k 1 ' 



So giebt cs z. B. gewiss einen Punct D von solcher Beschaf- 
fenheit, dass, wenn er mit zwei andern gegebenen Puncten A 
und B verbunden wird, der entstehende Winkel ADB einem 
gegebenen Winkel m gleich wird. 

Allein dieser Punct D ist wiederum 
nicht der einzige allein mögliche; es giebt 
ausser ihm noch unzählige D', D" . . . . 
von derselben Beschaffenheit, und sie lie- 
gen (wenn nian sich aus der Elementar- 
Geometrie erinnert, dass alle Peripherie- 
Winkel auf einerlei Bogen einander gleich 
sind) bekanntlich alle im Umfange eines 
gewissen Kreisbogens \DD'...B, der also, der Erklärung ge- 
mäss, der geometrische Ort derselben ist. 

Die Auffindung geometrischer Oerter ist nun unter den man- 
nigfaltigen und wichtigen mathematischen Problemen ein solches, 
bei welchem die Sprache der Analysis ein mächtiges Mittel und 
Werkzeug der Entdeckung wird. Und es ist begreiflich, dass, 
wenn ein zu suchender geometrischer Ort keine grade Linie 
und kein Kreis ist, die Euclidische Geometrie, welche nur diese 
beiden Linien kennt, uns immer im Stiche lassen würde. Die 
grössere Kraft und Methode der Analysis bei dieser Art göb» 
metrischer Aufgaben werden wir aus dem folgenden, umständ- 
lich behandelten Beispiele kennen lernen. 

•• i; . '• ■ .ü .• •. •. : ’ .' !. ■•>n i 

so. 

' ■' V*o.n . 

Aufgabe. Es ist ein Winkel RAX = A gegeben. Innerhalb 
der Schenkel einen Punct M so zu bestimmen, dass die von ihm 
auf die Schenkel gefällten Perpendikel MP, MQ sich wie 1 : n 
verhalten, also MO — n . MP ist. 




# 



Auflös. Nehmen wir, um die Lage 
des gesuchten Puncts M durch Co 
ordinalen zu bestimmen, den einen 
Schenkel AX zur Abscisscn-Linie und 
A zum Anfangspuncl, und setzen also: 

^ AP = £, MP = ij 

so kommt es nur darauf an, auch das 
Perpendikel MO durch x. y und A auszudrücken. Dies ist leicht, 
df>nn : • t .»hluiKü*»; 
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OMR = RAX == A 
RP = tg A . x 
RM — tg A . x — y 
MQ — RM . cos A 
also : MQ — cqs A (tg A . x r-. y) 

da nun laut Bedingung: . 

MP: MQ — l : w 



so hat man : y : cos A (tg A . x — y) I : « . 

ny — sin A . x — cos A . y 
sin A 

y — — . .x 

J n -p cos A 



. ... fh 



( 2 ) 



Vermöge dieser Gleichung sind die beiden unbekannten Co- 
oroftiaten x, y an einander gebunden, und die eine, z. B. y, 
durch die andere x bestimmt. Weil aber diese zweite Grösse 
x durch nichts bestimmt ist (indem nur die eine Gleichung (2) 
vorhanden), so bleibt, um einen Punct M von der angegebenen 
Beschaffenheit zu erhalten, nichts übrig, als für die eine unbe- 
kannte x einen beliebigen Werth anzunclunen und den sofort 
dadurch bestimmten Werth von y aus (2) zu berechnen. Da 
nun aber je zwei andere zusammengehörige Werthe von x, y 
aus der Gleichung (2) der Gleichung (1), also auch der Auf- 
gabe Genüge leisten, und wegen der unbegrenzten Willkühr, in 
welcher die Annahme von x liegt, stetig auf einander folgen 
können, so sieht man, dass es nothwendig auch eine stetige 
Folge, also eine zahllose Menge von Puncten giebt, welche der 
Aufgabe Genüge leisten. Um sie alle zu finden, suchen wir 
ihren geometrischen Ort, d. h. die räumliche Bedeutung der 
Gleichung 

sin A 

>1 — j . . .T 

n + cos A 

Diese ist aber, wegen des beständigen Coeflicienlen von x 
die aus der vorhergehenden Theorie bereits bekannte Gleichung 
einer graden Linie AG, welche die Abscissen-Linie im Anfangs- 

punct A unter einem Winkel schneidet, dessen Tangente — - ^ . 

(§ 4). Die Linie AG oder ihre Gleichung ist also der gesuchte 
geometrische Ort des fraglichen Puncts. 
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60. 



Aufgabe. Es ist der Abstand zweier Punctc A, B gege- 
ben, nämlich AB = a. Man sucht den geometrischen Ort eines 
dritten Puucts M so, dass, wenn er mit A und B r erblinden 
wird, die Differenz der Quadrate dieser Verbindungslinien einem 
gegebenen Quadrate bb gleich ist CAM 2 — BM 1 — 6b). 




Auflös. Nimmt man AB als Abscissen- 
richlung und A zum Anfangspunct, so ist 
für den gesuchten Punct M (_x, y') 

AP — x; MP = y 
PB —a — x 

AM 2 — yy -f- xx 
BM*=- yy + (n — x) 2 



daher laut Bedingung: 

yy -f- xx - [yy -f- (a 
aa bb 



hieraus: * = 



2a 



x) 2 ] = 66 

CO 



Da y ganz herausgcfallen, so sicht man, dass die Lage des 
Puncts M von y ganz unabhängig ist. Nimmt man nur: 



AP 



<D 



aa -f- bb 
2a 



und errichtet in P eine Senkrechte MN, so hat jeder Punct in 
dieser Senkrechten die verlangte Eigenschaft. Obige Gleichung 
CO, welche inan auch so schreiben kann: 

n . aa-\- bb Q 

x = 0.j,+ - 2 -— C2) 

ist die einer, im Abstande — — mit der Ordinaten-Achsc 

2a 

YY parallelen Linie CS 8, 2). Wäre 6 — a und folglich x—a. 
so ginge diese Linie durch den Punct B. 

61 . 

Aufgabe. Es sei wieder der Abstand zweier Puncte A, B 
gegeben, AB — 2a. Man suche den geometrischen Ort eines drit- 
ten Puncts M ron der Beschaffenheit, dass, wenn er mit A und 
B verbunden wird, die Summe der Quadrate, dieser Verbindungs- 
linien einem gegebenen QuadraiefW) gleich sei CAM 2 -}- BM 2 — bb). 
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Auflösung. Nimmt man AB als 
Abscissenrichtung, die Mitte C zum 
Anfangspunct, so ist lur den frag- 
lichen Punct M Cr, y) 

CP — x, MP y, 

AP = a -f- x, BP — a — x 
AM 4 = yy + C« -f xy 
BM 4 = yy -)- (a — x ) 4 
yy + C a -f xy -f yy + (ff - xy — bb 
yy — Cibb — n«) — xx 

Dies ist die bekannte Mittelpunctsgleiehung eines Kreises, 
dessen Mittelpunct C, dessen Badius r = Vtibb — aa). Be- 
schreibt man also mit diesem Radius aus C einen Kreis, so 
haben alle Puncte desselben die verlangte Eigenschaft. Wäre 
aa>-ibb, so gäbe es keinen Kreis, die Aufgabe wäre dann 
unlösbar. Wäre aa — \bb, so wäre C (0,0) der verlangte Punct. 

Für b = 2a wird der Radius r — a — CA, und folglich AB 
der Durchmesser des Kreises. 




62 . 

Aufgabe. Es sind, die Lagen (Coordinaten) einer belie- 
bigen Anzahl Puncte gegeben; nämlich: D' (a‘, 6'), D" (a", 6"), 
D'" (a"', b'"') . . . Man sucht den geometrischen Ort eines Punc- 
tes M(aj, y) von der Beschaffenheit, dass , wenn er mit allen 
gegebenen Punct en D', D". . . verbunden wird, die Summe der 
Quadrate dieser Verbindungslinien gleich einer gegebenen Grösse 
dd sei, so nämlich, dass: 

MD' 4 + MD" 4 + MD'" 4 + ....=- dd 
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Auflösung. Ist A der gemeinschaftliche Anfangsptmct, so 
ist für den fraglichen Puncl M (x, y) 

AP — x, MP = y 
MD'* — Oj - 6')* 4 (x - «O* 

MD"* — Oj - 6*0® + (*- a“y- 
MD"'* — C y - 6'")* 4- O - «'")* 

Ist nun die Anzahl der gegebenen Puncto - «, so muss, 
wenn man die vorstehenden Quadrate entwickelt und addirt: 

nyy-[-nxx — 2(6' 4 b" + 6"' +...)• y — 2(a'4 a“ 4 a‘" 4- ...) . x 
4 a‘a‘ 4* «"«" 4 . . . 4 6 ' 6 ' 6 " 6 " 4 . . . = dd 

sein, oder wenn man, der Kürze wegen, die Summen von : 



b‘ -f b“ -1- 6'" 4- —2. (6) 

a‘ 4- a" 4- a“‘ 4 = 2(a) 

b‘b‘ 4- b"b" 4- b‘“b“‘ 4 = 2 (66) 

rt'o' 4 4 a‘“a“‘ 4- — 2' (ao) 



setzt und durch n dividirt etc. 



22(6) 22(o) dd - 2(66) - 2(ao) 

MM 4 h . M ■ X — — 

‘ n J n n 

i • • i 

Dies ist offenbar die Gleichung eines Kreises, als der ge- 
suchte geometrische Ort. Die Coordinateu des Mittelpuncts C 
sind (§ 20) 



AB 



2(a) 



BC 



2 ( 6 ) 



u. der Radius CM - 



f( 



n h 

dd —2(6 6) — 2(aa) 
n 



+i?r+m*) 



03. 



Aufgabe. Es ist der Abstand zweier Funde A, B gege- 
ben , AB — 2o. Man sucht den geometrischen Ort eines dritten 
Puncts AI (x, (/) von der Beschaffenheit, dass die von A und B 
nach ihm gezogenen Linien einen bestimmten Winkel AMB= m, 
mit einander machen. 

Auflös. Nimmt man C, Milte von AB, zum Anfangspunct uud 
setzt einstweilen AMP — g , BMP — ip, so ist: m = <jc 4 V und 



lg m “= tg Of 4 VO = 



tg 9 4 tg y 

1 — tg <r ■ lg V» 



(I) 
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hierin ist : lg <j- 



(i + i 

y 



, ‘g v 



n — x 



a -j- a: a — x 

folglich: lg//i=- - 



1 - 



a ■ + x a — x 



y 



Dy -f xx — 



2 a 
Igm 



y 



,y=aa 



( 2 ) 
• C3) 
C4) 



. 




Der gesuchte geometrische Ort ist 
^ folglich ein Kreis, dessen Mittelpuncts 

Ifis ri i: i 



Coordinaten und Radius vollkommen 

bestimmt sind, nämlich ; 0 I o, — — I , 

V tg m / 

— r(^Ä)' ■ 



aa 

tg 2 m J sin m 

Anmerkung. 1) Die Ausdrücke 
1, 2, 3 gestalten sich anders, wenn 
die Ordinate MP ausserhalb der Schenkel des Winkels AMB fällt. 
Die Gleichung 4 bleibt aber dieselbe. 

2) Damit die Vorzeichen in (4), also die Gleichung nicht 
geändert wird, darf von den beiden Werthen von y nur der 
positive genommen werden. Deshalb ist auch nicht der ganze 
Kreis, sondern nur der oberhalb AB liegende Bogen der ge- 
suchte geometrische Ort. 

3) Soll der gegebene Winkel m = 90° sein, so ist tg m= oc, 
und die Gleichung (4) verwandelt sich in yy -f- xx = aa. Dann 
ist C der Mittclpunct und AB der Durchmesser. 

Anmerkung. Zu den Aufgaben über geometrische Oerter 
können auch die §S 24, 31, 39 gezählt werden. 



64 . 



Aufgabe. Zwischen den Schenkeln eines rechten Winkels 
bewegt sich eine grade Linie GH so, dass ihre Endpuncle G 
und H an denselben hingleiten und folglich die Linie Anfangs 
mit dem einen Schenkel AY zusammenfallend , zuletzt auf dem 
andern Schenkel AX zu liegen kommt. Ulan suche die krumme 
Linie , welehe ein bestimmter, in GH angenommener Punct M 
beschreibt. 

Auflösung. Seien die beiden beständigen Theile der 
Linie GH: 
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GM = a, HM = 6 
und AP = x, MP = y 

so ist,, wenn man GHA = q» setzl: 

y=-b sin 9 
x = a cos 9 

hieraus (weil sin^gp -}- cos a 9 = 1) 



yy i 

bb ' aa 
aayy -j- bbxx =-- aabb 

Der Punct M beschreibt also einen Theil einer Ellipse, deren 
halbe grosse Achse AB = a und halbe kleine Achse AD = b 
ist. Wäre a = b, so beschriebe der Punct M einen Kreis. 

Anmerkung. Diese ursprünglich ganz müssige und nur zur 
Hebung dienende Aufgabe hat wahrscheinlich die Erfindung fol- 
gendes sinnreichen Instruments, des sogenannten elliptischen 
Zirkels, veranlasst, mit welchem man Ellipsen fast eben so leicht 
und genau, als Kreise mit dem Zirkel beschreiben kann. 

Man stelle sich vor, ein Linial GL 
werde gleichsam um zwei bewegliche 
Mittelpuncte G, 0 gedreht, die bei 
gleichbleibendem Abstande derselben 
gezwungen sind, zwischen zwei sich 
rechtwinklig kreuzenden Leisten zu 
gleiten. Alsdann wird ein irgendwo 
in dem Linial GL befestigter Zeichnen- 
stift SM eine Ellipse beschreiben, deren halbe grosse Achse 
CB = GM, und deren halbe kleine Achse CD = OM ist, und 
deren beider Verhältniss sich durch gehörige Stellung der Puncte 
0 und M auf mannichfache Weise abändern und einem gege- 
benen gleichmachen lässt. 

Sei, um die Hichtigkcit cinzusehen, die für eine bestimmte 
Stellung der Puncte 0 , M, bei der Umdrehung des Linials GL, 
beständig bleibende Länge MG = o, MO=b, so ist für C?—x, 
MP — y, wenn man DGM = 9, und folglich MOP = 90—9 setzt: 

x — a sin 9 

y — b sin (90 — 9 ) — b cos 9 
ftayy -f- bbxx = aabb 
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65. 



•Aufgabe. In einem Kreise, dessen Radius AC — a, sind 
alle durch den Endpunct A des Durchmessers gehenden Sehnen 
AD, AE. . . verlängert und von den Durchschnitt spunden D, E. . . 
aus, der Durchmesser AB = 2a auf die Verlängerungen, sowohl 
vorwärts als rückwärts abgesteckt, so dass DG = DG', EM — EM'; 
BH=BA etc. Man sucht den geometrischen Ort ( die Gleichung 
der krummen Linie) -in welcher alle diese Puncle G, G', M, M', K. . 
liegen. 




Auflös. Am leichtesten 
ist die Pulargleichung zu 
finden. Nimmt man den 
Punct A als Pol, AH als 
den festen Schenkel des 
verändert. Winkeis MAH — d 
und setzt den Radius vector 
AM=p, so ist, wenn man 
noch BE gezogen denkt, die 
Sehne AK = 2o.cosd, folg- 
lich, indem man zu dieser 
Sehne 2a addirt und davon 
subtrahirt: 



g = 2a cos 9 + 2a 



Wenn man CS parallel mit AM zieht, JO = CJ nimmt und 
mit OJ aus 0 einen Kreis beschreibt, so muss dieser nothwen- 
dig durch M gehen und Bogen AEJ = Bogen JM sein. Denn 
denkt man noch CE gezogen, so ist offenbar das Viereck CEMO 
ein Parallelogramm, folglich OM = CE = aj ferner findet man, 
dass Winkel ACJ — JOM, folglich Bogen AJ — JM. 

Man kann sich daher vorstellen, der Kreis 0 wälze sich auf 
dem festen Kreise C, alsdann wird offenbar der anfänglich auf 
A liegende Punct M (in welchem man sich einen Zeichnenstift 
MV befestigt denkt) beim Fortwälzen des Kreises C alle Puncte 
wie A, L, G, M. . . durchlaufen, mithin die fragliche krumme Linie, 
welche man Cardioide (Herzlinie) nennt, beschreiben. Wenn 
ein beliebiger Kreis sich auf einem andern festen Kreise wälzt, 
so wird ein Punct im Umfange des erstem, immer eine gesetz- 
mässige krumme Linie beschreiben. Jede auf solche Weise ent- 
stehende Linie heisst ein Epicicloide. Ist der wälzende Kreis 
dem ruhenden gleich, so entsteht die Cardioide, welche mithin 
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eben so als ein besonderer Fall zum Geschlecht der Epicicloiden 
gehört, wie der Kreis ein besonderer Fall der Ellipsen ist. 

Die Cardioide wird auch von der Natur oonstruirt und man 
kann sie in schönem goldnen Lichte wahrneinucn, wenn man 
das Sonnenlicht (selbst Kerzenlicht) in einen spiegelnden Cylin- 
der, z. B. in eine blanke Uhrfeder, auf ebenem weissen Papier 
liegend, möglich parallel mit dem Papier einfallen lässt. Jede 
durch Spiegelung vor einer krummen Fläche entstehende Licht- 
linie heisst allgemein eine Brennlinie (Cataeaustica). Die Car- 
dioide ist also auch die Brennlinie des Kreises. 



06 . 

. 

Aufgabe. Es ist der Abstand zweier Puncte AB —2a 
geben. Man sucht den geometrischen Ort eines dritten 
M (x, y) von der Beschaffenheit, dass das Product (Rechte 
tms seinen beiden Abständen von A und B einer gegebenen 
bb (Quadrat) gleich ist. In Zeichen: AM . BM — bb. 

Auflösung. Die Mitte C von AB sei Anfangspnnct 
Coordinaten, CP = x, MP = y, so ist: 

AM 2 = yy + (a -f *)*, BM® = yg -f (o 



Mithin laut Bedingung: Vyy + (a+aO* . Vyy-\-(a- 
Aus dieser Gleichung folgt (Seite 24, E): 






y — + V — (aa -f- xx) + Vb * -f- 4 aaxx . . .... (1}$£ 

Für y erhalten wir vier Werthe (Wurzeln), wovon jedoch 
allemal die zwei, dem untern Zeichen von + in der Klammer 
entsprechenden, imaginair sind. Wir brauchen deshalb nur fol- 
gende Gleichung zu untersuchen 



y = + ^ — (aa -f- xx ) + Vb* + Aaaxx . 



i-..l i 



Aus dein doppelten Vorzeichen und der graden Potenz von 
x erhellt sogleich, dass der gesuchte geometrische Ort jeden- 
falls durch jede der Coordinaten-Achsen in zwei gleiche Hälften 
getheilt sein würde. Um jedoch die Gestalt näher kennen zu 
lernen, müssen wir erst das Verhältniss der beiden beständigen 
Grössen a, b festsetzen. 



• . ’ . ... 

* Auf dieselbe Uleichung führt auch eine Aufgabe der Astronomie oder 
Physik, nämlich: welche Bahn muss ein von A erleuchteter Punct M durch- 
laufen, damit er dem Punct B immer mit demselben Glanze erscheint? 
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Wir wollen hier nur die drei Hauptfalle betrachten, wo fcs-o, 
I) = a, b -c a. * 

Erster hall, sei d >• « z. 



ab, so sind D und E die 
Puncte , in welchen die 
krumme Linie die Ordi- 
naten-Achse schneidet. 

Setzen wir y — 0 oder 



Für * — 0 



+ 1 — (aa -)- :rx) -f- Vb* -f- 4 aaxx — 0 



so folgt hieraus: x — -{- V aa-^ bb. Die Abscissen der beiden 
reellen Durchschnittspuncte G und H sind also (weit b >■ o): 
± Vaa + bb -= CG = CH. 

Für alle Werthe von x=0 bis x—ztVaa,-\- bb ist y reell, 
für grössere Werthe von x aber imaginair. 

Unsere krumme Linie (die 
sogen. Cassinische) ** ist 
also eine geschlossene, ein 
Oval , wenn b 5r a V2. 
Ist aber 6 <« V2, so er- 
scheint die Linie bei D und 
E eingedrückt, und zwar 
um so mehr, je weniger 

b von a verschieden ist. Es sei nun 



w szr 


___ ^ 


r f 


V 


<f A 





H * cT 




L v — 


— J X 



Zweiter Fall, b = a, alsdann verwandelt sich die Gleichung 
(2) in: 

y — + — (oo -(- xx) -|- Va* -j- 4 aaxx (3) 



° Enthält eine Gleichung veränderlicher Grössen nur eine beständige 
Grösse, wie die gewöhnlichen Gleichungen des Kreises und der Parabel, so 
kann die Armierung dieser beständigen Grösse die Gestalt und Eigenschaf- 
ten der krummen Linie nicht ändern, bedeutend aber, wenn die Gleichung 
mehre beständige Grössen enthält, wie vorliegendes Beispiel zeigt. 

*® Monturin histoire des mathcinatiques Toni. II, pag. 563. 
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Für x~ 0 ist jetzt auch y — 0. Die krumme Linie geht 

also durch den Anfangspunct C. 

Für y — 0 ist x — 0 und 
x— +aK2=CG=CH. Für 
alle Werthe von x — 0 bis 
x~ + aV 2 bleibt die Or- 
dinate immer reell. 

Die der Aufgabe Genüge 
leistende krumme Linie hat also für den Fall, wo h-^a, die 
Gestalt einer Schleife. 

Dritter Fall. Sei endlich 6 •< a, z. B. b — |a, alsdann ver- 
wandelt sich die Gleichung (2 ) in : 

y = + V — (aa -j- xx) + V ^V* 4 + laaxx (4) 

Für x = 0 wird y imaginair, die Ordinaten- Achse folglich 
gar nicht geschnitten. 

Für y = 0 ist aj = + “ K(4+ 1); die Abscissen- Achse hat 
also vier Puncte mit der krummen Linie gemein. Nimmt man 
nämlich CG =» CH == + £a Vb und CF = CK = + ia V3, so sind 

G, H, F, K diese vier Puncte. 
Und da nun für alle Werthe von 
x = + ia V3 bis x — +iaVb 
y reell ist, so folgt, dass für 
diesen Fall ( b -< a) der frag- 
liche geometrische Ort eine dis- 
conlinuirliche Linie ist, nämlich aus zwei Ovalen besteht. 

Weil in der Gleichung (2) die Aenderung einer einzigen 
Constante (6) schon vier verschiedene Gestalten hervorruft, so 
kann man hiernach abnehmen, wie viele verschiedene Gestalten 
alle mögliche Aenderungen aller Constanten in den allgemeinen 
Gleichungen dritten, vierten Grades erzeugen müssen. 
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Fünftes Buch. 



Coordinaten - Verwandlung. 



67**. 

Wir haben schon in der Einleitung (VII, 13 und 15) darauf 
aufmerksam gemacht, dass die Entdeckung der Eigenschaften 
einer krummen Linie, so wie die Auflösung einer Aufgabe durch 
die richtige Wahl des Coordinaten -Systems und der Lage des 
Anfangspuncts sehr gefördert werden kann, und dass mau des- 
halb oftmals den zuerst gewählten Anfangspunct verlegen, den 
Coordinaten -Achsen feine andere Richtung geben, statt eines 
rechten Coordinatenwinkels einen spitzen oder stumpfen neh- 
men, auch wohl von einem Parallel- zu einem Polar-Coordinaten- 
System, oder umgekehrt, übergehen müsse, welches Alles man 
unter dem Namen Coordinaten-Verwandlung begreift. Ein paar 
leichte Fälle solcher Verwandlungen sind bereits schon vorge- 
kominen (Seite 39, 14 und §§ 19 und 57) und es ist hier nun 
der Ort, dieses umständlich zu erörtern und alle einzelnen Fälle, 
welche Vorkommen können, besonders zu betrachten. Die Co- 
ordinaten-Verwandlungen sind auch schon deshalb wichtig und 
wohl zu merken, weil man bei verschiedenen Untersuchungen, 
namentlich in der Mechanik, wo man krumme Linien von ge- 
forderten Eigenschaften sucht, oftmals auf eine bereits bekannte 
geführt wird, und die nur deshalb als neue aussieht, weil ihre 
Gleichung unter einer fremden, durch den gewählten Anfangs- 
punct etc. bedingten Form erscheint, welche sich dann aber 
durch eine Coordinaten-Verwandlung auf eine bereits bekannte 
Form zurückführen lässt. So kann man z. B. schon aus $ 57 
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schliessen, dass jede Gleichung von der Form: yx — tn nolh- 
wendig eine Hyperbel giebt. 



07 *». 

Verwechselung' der Coordinaten-Aclisen. 

Wenn y eine Function von x ist, so ist auch umgekehrt x 



eine Function von y. In Zeichen: 

wenn: y = qe (x) (1) 

so ist auch : x — y> Cy3 C'2) 



Statt nämlich x als unabhängig veränderliche Grösse zu be- 
trachten und die für beliebige Annahmen derselben davon ab- 
hängenden Ordinaten y nach Gleichung CO zu berechnen, kann 
man auch y als unabhängig betrachten, und zu beliebig ange- 
nommenen und auf der Ordinaten-Achse YY abgesteckten Werthen 
von y, die zugehörigen Abscissen x nach Gleichung f2) be- 
rechnen und anlragen, wodurch die Construction der in CO 
enthaltenen Linie oftmals leichter wird. 

So ist z. B. die gewöhnliche Glei- 
chung der Parabel in Bezug auf y 
irrational, nämlich: i i. ■ • 

' - 11‘il. in.j • • 1 •••. • ' t f • .. . < i. 

y = Vpx CO 

: j . 

rational aber, wenn man sie auf x 
reducirt, nämlich: 



welche Gleichung ebenfalls alle Puncte der Parabel giebt, indem 
man zu je zwei beliebig genommenen gleichen und entgegen- 
gesetzten Ordinaten + y = AQ = A0' i die dadurch bestimmten 
Abscissen x = OM — O'N berechnet. 1 

Man könnte in C'2) auch die Zeichen x, y und zugleich die 

Achsen mit einander verwechseln, dann wäre y die Glei- 

p 

chung derselben Parabel. 

08 . 

Verlegung- des Anl'augspuncts oder parallele 
Verschiebung' der Coordinaten-Aclisen. 

Sei y = gsC®D die Gleichung irgend einer krummen Linie 
für den AnTangspunct A, so dass für einen Punct M (x, y) 
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AP — x, MP = y 

Verlegt man den Anfangs- 
punct A nach 0 Qm, n), so dass: 

AB = m, OB = n 

zieht die neuen Coordinaten- 
Achsen OT, OU mit den alten 
parallel und bezeichnet , der 
Unterscheidung wegen , nach 
Eulers Vorgänge, die neue Ab- 
scisse und Ordinate desselben 
Puncts M mit t und u, so dass : 



00 = t, MO u 



so ist für dieselbe krumme Linie die neue Ordinate u eine be- 
stimmte Function von der neuen Abscissc l und den bekannten 
Coordinaten m, n des neuen Anfangspuncts 0, und man kann 
diese neue Gleichung zwischen t, n leicht aus der ursprüng- 
lichen ableiten, indem man nur die alten Coordinaten x, y durch 
die neuen t, u und m, n auszudrücken und die dafür erhaltenen 
Ausdrücke statt x, y in die Gleichung zwischen diesen alten 
Coordinaten zu substituiren braucht. Es ist nämlich: 



x — t-\- m — AP CO 

»/ = ?<-(- n = MP (2) 

Setzt man nun in die ursprüngliche Gleichung: 

y = <p CO C3) 

/ »» statt x und u -f- n statt y, so ist offenbar auch : 

m -|- n = q> 0 + »0 (“ 1 ) 

u — q> C< -j- in) — » (5) 



in Worten: Giebt die Gleichung C3) für eine Abscisse a: = AP, 
die Ordinate y = MP, so giebt die Gleichung CO öndem man 
zu der von 0 aus gemessenen Abscisse t die Grösse m = AB 
addirtj noch dieselbe Ordinate y—u n^=MP, und man muss 
also, weil die Ordinaten jetzt von der Linie OT aus aufgetragen 
werden, von y = <p(.t -{-ni) das Stück OP~AB = n subtra- 
hiren, um die neue Ordinate n — MO zu erhalten, welche den- 
selben Punct M bestimmt. 

Anmerkuny 1. Läge der neue Anfangspunct in 0', so wäre 



9 
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n, läge er in 0"', so wäre »«, und läge er in 0", so wären 
beide, m und re, negativ. 

Anmerkung 2. Man sieht leicht ein, dass durch eine solche 
Coordinatcn-Verwandlung wohl die Form, nicht aber der Grad 
der Gleichung für die krumme Linie geändert wird. Dies gilt 
auch von allen folgenden Umformungen. 



69 . 

Aufgabe. Aus der Mitlelpuncts-Gleichung des Kreises: 
yy = rr — XX CO 



die Gleichung für denselben abzuleiten, wenn der Anfang spuncl, 
statt in C, im Scheitel A angenommen wird. 

Auflösung. Da hier der Anfangspunct in 
der Abscissen-Linie um die Länge des Ra- 
dius zurückgeschoben wird, so ist hier 

m — — r, re = 0 

also x — i — r = AP — AC, y = «, und man 
hat aus der Gleichung CO, indem man< — r 
statt x setzt, oder auch unmittelbar aus der Figur 




mm = rr — (t — r) 2 
mm = 2r< — tl 



oder wenn man, der Gewohnheit wegen, die jetzt von A aus 
gerechneten Abscissen wieder mit x und die Ordinaten mit y 
bezeichnet : 

yy — 2 rx — xx C2) 



Soll B der Anfangspunct sein, so ist die Gleichung desselben 
Kreises : 



yy — — 2 rx - xx 



C3) 



welche nur für negative Abscissen von x = 0 bis x — — 2r 
reelle Ordinaten giebt. 

Beispiel. Man leite aus der Gleichung (2} und (3) wieder 
die Mittelpuncts-Gleichung ab. 

70 . 

Aufgabe. Man bestimme aus den Mittelpuncts-Gleichungen 
der Ellipse und Hyperbel ihre Scheitel-Gleichungen . 

* 
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Auflösung. Auf dieselbe Weise, wie im § 69, findet man 



die Scheitel-Gleichungen der Ellipse: 

yy = |~( 2«X - xx) CO 

yy = ^ c— 2<JX - xx) (2) 



und die der Hyperbel: 



yy = — Q— 2 ax -j- xx) (3) 

na 

!iy ~ — C2«x xx) CO 



Setzt man — = f - - = o, so sieht man. dass jede Glei— 
chung von der Form: 

yy = + /* — yxjj (5) 

eine Ellipse, und jede Gleichung von der Form: 

yy=±/®4- gxz (6) 

eine Hyperbel giebt. Für letztere vergl. § 35, Anmerkung 2, 
A yy — Bxx — — C. 



71 . 



Umformung der Coordinaten durch Drehung: 
der Achsen. 

Aufgabe. Es sei die Gleichung einer auf die rechtwink- 
ligen Achsen AX. AY bezogenen Linie BN gegeben, nämlich: 



V O, y) = 0 CI) 

Wie findet man hieraus die Gleichung für dieselbe Linie, 




wenn sie auf die neuen, eben- 
falls rechtwinkligen Achsen AT, 
AU bezogen wird, welche ge- 
gen die alten Achsen unter ei- 
nem gegebenen Winkel TAX=rf 
geneigt sind. 

Auflös. Es kommt offenbar 
wieder nur darauf an, die alten 
Coordinaten fx, y) durch die 
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neuen (t, «0 und den gegebenen Winkel 9 auszudrücken, um 
dann nur die für x und y erhaltenen Ausdrücke in die gegebene 
Gleichung (1) statt x und y setzen zu brauchen. 

Seien nun für einen beliebigen Puncl M: 

AP ’ x, AQ — t 
MP — y, MO = u 

so lial man unmittelbar aus der Figur: 

OMR == TAX = 9 

AP — AS — QR — AO cos 9 — MO • sin 9 
MP - OS -f MR - AO sin 9 -j MO . cos 9 



daher: 

x — / cos 9 — u sin 5 (1) 

y — t sin 9 u cos 9 (2) 



Werden diese Werthe von x und y in <p(x,y) — 0 sub- 
stituirt, so erhält man die verlangte neue Gleichung zwischen 
t und m, an deren Stelle man dann wieder die üblichen Zeichen 
x, y setzen kann. 



1) Wäre der Winkel $ stumpf, jedoch ■< 180, so ist in obi- 
gen Formeln (von denen wir bald Gebrauch machen werden) 
cos 0 negativ. 



2) Werden die Achsen statt links, wie hier angenommen, 
rechts herumgedreht, so braucht man in obigen Formeln 6 nur 
negativ zu setzen. Man kann jedoch einen negativen Winkel 9 
auch ganz vermeiden, indem man statt dessen den positiven 
stumpfen Winkel, 90 -f- 9, nimmt, was auf dasselbe fuhrt. 



3) Sind in einer algebraischen Gleichung F O, y) == 0 die 
beiden veränderlichen Grössen in gleich hoher, nter Potenz ohne 
Nenner und Coefficient, enthalten Cx*, y”), und ist der Grad 
der übrigen Glieder kleiner als n, so kann man in den beiden 
Fällen: wo n grade und die Vorzeichen von x", y n ungleich, 
oder wenn n ungrade und die Vorzeichen gleich sind, durch 
Drehung der Achsen um 0 — 45°, aus der Gleichung FC®,y)— 0, 
immer eine neue <jr (t, u)<=0 ableiten, welche in Bezug auf «, 
um einen Grad niedriger ist. (Siehe § 79 .) 



im" 
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72 . 

Umformung* der Coordinaten durch Drehung 
der Achsen und gleichzeitige Verlegung des 
Anfangspuncts. 

Sind AB tn, ÜB — n die 
Coordinaten des neuen An- 
fangspuncts 0, und Alles Ue- 
brige wie in vorhergehender 
Aufgabe, so hat man unmit- 
telbar: 

x — /« + tcosä — wsin 6 . . CO 
>1 = n -j- f sin 9-\-u cos9. . f2) 



73 . 

Verwandlung der Coordinaten, indem man von 
rechtwinkligen auf schiefwinklige Ubergeht 
und umgekehrt. 

Sei die rechtwinklige Coordinaten- 
Gleichung der Linie BN: 

!l = <f> (X) CO 

und für einen beliebigen Punct M die 
alten Coordinaten: 

AP = x, MP = y 

Die neuen unter dem Winkel UAX = 6 
mit einander verbundenen Coordinaten : 

AO = /, MO « 



so hat man unmittelbar: 

* = t -f- u cos 6 CO 

fl u . sin 6 C3) 



Werden diese Ausdrücke für x, ;/ in f.O subslituirt, so hat 
man die Gleichung zwischen t und v. Ist 6 stumpf, so ist na- 
türlich cos 6 negativ. 





Digitized by Google 



134 



Will man umgekehrt von schiefwinkligen Coordinaten I, n auf 
rechwinklige übergehen, so ist: 



t — x — y . cot 6. 

.... 

sin e 



(4) 

Co) 



74 . 



Verwandlung rechtwinkliger Coordinaten in 
Polar-Coordinaten und umgekehrt. 



Aufgabe. Es sei die rechtwinklige Coordinaten-Gleichung 
einer krummen Linie BN: 



<jr Cr, y') = 0 



gegeben. Wie findet man hieraus die Polar-Gleichnng für die- 
selbe Linie , wenn der Anfaagspunel zum Pol und die positive 
Seite der Abscissen-Linie als ursprüngliche Richtung angenom- 
men wird? 




Auflösung. Ist für einen Punct M: 

AP = x , MAX =« 6 
MP =» y, AM = r 

so hat man unmittelbar: 

x — r cos 6 
y — rs in & 



diese Ausdrücke für x und y in <# (x, J/D = 0 substituirt, kommt 
die verlangte Polar-Gleichung zwischen r und 6. 

Wird aber der Pol ausserhalb des Anfangspuncts A in ei- 
nem andern Punct 0 Cm,«) angenommen, so muss man den 
vorhergehenden Ausdrücken für x und y noch die Coordinaten 
des Pols 0 hinzufügen, dann ist: 



.r — m -f- r cos 6 
y — ii -j- r sin 6 

Will inan umgekehrt Polar-Coordinaten 6, r in rechtwinklige 
übersetzen, so folgt unmittelbar aus der Figur, wenn der Pol 
zum Anfangspunct genommen wird: 
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r— V xx + yy 
' ?/ 



sin 6 
cos 6 



V XX + yy 
x 



1 xx -f- yy 
6 — Are (jg = —_) 



75 . 

Aufgabe. Aus der rechtwinkligen Coordinaten - Gleichung 
der Parabel yy — px die Polar-Gleichung abzuleiten, wenn der 
Pol im Brennpunct angenommen wird. 

Auflösung. Hier ist m = \p, «=-0, daher: 

x -~\p-\-r cos ä 
y — r sin 5 

ir sin* — ipp -f- pr cos 6 
p cos ä \pp 

.... — £ r es Li 

sin* ö sin* 6 

4p cos 9 + KJpp cos* -j- 4pp sin* 6 
' sin* 6 

— d p Ccos 1+ 1) 

' CI + cos (1 — cos 0) 

Soll die Drehung des Rad. vect. vom Scheitel anheben, so 
muss man — cos 6 statt -)- cos 6 setzen, und dann ist : 

r ^-_ -jP- 

4- 1 -f- cos 9 

Für jeden Werth von Q erhält man zwei entgegengesetzte r. 

76 . 

Wenn eine Gleichung zweier veränderlichen Grössen in Be- 
zug auf jede derselben den zweiten Grad übersteigt und zugleich 
eine verwickelte ist, sich aber nicht wie die in E Seite 21. auf 
eine quadratische zurückführen lässt, so ist es im Allgemeinen 
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auch nicht thunlich, die Gleichung auf eine der veränderlichen 
Grössen zu reduciren, und man muss in solchem Falle, um den 
Lauf der krummen Linie wenigstens durch einige Puncte zu 
verfolgen, sich nach andern analytischen Kunstgriffen umsehen. 
Zuweilen erreicht man seinen Zweck durch Einführung einer 
dritten veränderlichen Grösse, zuweilen auch durch den Ueber- 
gang von gradlinigten — zu Polar-Coordinaten und umgekehrt 
— oder auch durch Verlegung des Anfangspuncls und Drehung 
der Achsen etc. 



77 . 

Cramer führt in seiner Introduction ä l’analysc des lignes 
courbes aus Guido Grandi: Flores geometrici (Florenz, 1728) 
folgende Gleichung vom sechsten Grade an: 

y 6 + 3 xxy* -f- 3x 4 t/t/ -}- x e = Aaaxxyy (1) 

Die hierin liegende Gestalt kann man sich aber leichter vor- 
stellen und auch sehr leicht construircn, wenn man diese in 
Bezug auf x, y symmetrische Gleichung, welche sich auch so 
schreiben lässt: 

(yy -1 xx~) 3 — Aaaxxyy (2) 

in eine Polarglcichung übersetzt. * Setzt man nämlich: 
x = p cos (p, y = (? sin g 

und folglich xx yy = pp, so erhält man aus (2): 

fj6 ~ s j n 2 ? , C0S 2 

mithin : y — 2 a . sin g . cos g, 

oder kürzer : p = a sin ‘lg (3) 

Beschreibt man nun mit ei- 
Radius CA = « (z. B. = 1) ei- 
nen Kreis, und steckt darauf 

AD = 2AG ab, so ist offenbar 
der zu dem Winkel ACG = g> 
gehörende Radius vcctor gleich 
dem von D auf AB gefällten 
Perpendikel DP ( — a sin 2g ). 
Nimmt man also CM = DP, so 

* Man hätte hier auch, wie in § 7fl. y — I - r setren khnnen. 
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ist M ein Punct der krummen Linie, deren man auf diese Weise 
leicht noch mehre bestimmen kann. , 

Aus der Natur der trigon. Function sin 2 cp folgt, dass die 
krumme Linie viermal durch den Pol C geht und aus vier voll- 
kommen gleichen, symmetrisch liegenden Blättern besteht, deren 
Spitzen die Peripherie in vier gleiche Bögen theilen. 



78. 



Aufgabe. Die in folgender Polar gleichung enthaltene Linie 
darzustellen: 



sin < 



a cos i 



• CO 



Auflösung. Man versuche zuvor, ob die Darstellung leichter 
ist, wenn man die Polar-Coordinatcn in rechtwinklige verwan- 



delt. Setzt man deshalb (nach §74) sintf^- , cos^^— , so 



verwandelt sich die Gleichung (1) in: r — 



rb 



-i — _ y — ax 



und hieraus folgt: 



y = ax -f- b (2) 

Mithin ist die in (1) enthaltene Linie die durch (2) deutlicher 
ausgedrückte einfache grade Linie. 



79. 

Aufgabe. Einige Puncle der krummen Linie zu bestimmen, 
welche in folgender Gleichung enthalten ist: 

y 3 — 'Saxy -f- x 3 — 0 (1) 

Auflösung. Man setze: y — tx, so verwandelt sich obige 
Gleichung in: t 3 x 3 — 3atxx x 3 —0, oder indem man durch 
xx dividirt, in l 3 x — 3af + ® — 0. Hieraus folgt: 

x 

mithin y 

Hierdurch sind also beide Coordinaten durch eine und dic- 



‘6at 



1 -1- t 3 ‘ 
3al 
1 -f t 3 



C2) 



(3) 
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selbe dritte veränderliche Grösse t ausgedrückt, und für jeden 
beliebig gesetzten Werth von I erhält inan aus (2) und (3) ein 
paar zusammengehörige Coordinaten x, y. Man hat z. B. fiir : 

* = 0, J,.... 1, 2, -Iv -2... 

* = 0, !<*,. . . ja,. . . 3a,. . . — oo,. . . t|a. .. 

y- 0, Htt,... 2a,... fa,... + a>,... V*a... 

Trägt man nun die vermittelst der veränderlichen Grösse t 
bestimmten Coordinaten x, y auf, indem man für die beständige 
Grösse a eine beliebige Zahl, oder auch eine beliebige Linie, 
die hier (wie der Radius beim Kreise oder wie der Parameter 
bei der Parabel) als das Maass der krummen Linie betrachtet 
werden kann, annimmt, so erhält man eben so viele Puncte 
derselben, deren man leicht noch mehre bestimmen kann. 

Eine deutliche Vorstellung von der Gestalt unsrer krummen 
Linie (welche das Cartesische Blatt genannt wird) erhält man 
aber auf diese Weise nicht. Dazu ist durchaus erforderlich, 
dass man aus ihrer Gleichung y 3 — 3axy -f* # 3 = 0, lur be- 
stimmte Annahmen der einen veränderlichen Grösse , z. B. 

x-=l,2, 3, die zugehörigen Werthe der andern berechnet. 

was zwar mühsam, aber immer möglich ist, jedoch die Kennt- 
niss der hohem Gleichung, und der Infinitesimalrechnung vor- 
aussetzt. (Darnach würde man z. B. finden, dass von x— 0 

a s 

bis x=*aV 4, y immer drei reelle Werthe, von x — a-l' 4 bis 
x*=oo aber nur einen reellen Werth erhält.) 

Das für * = + oo, i/ = -4“x sein muss, folgt unmittelbar 
aus der Gleichung: y 3 ^ 3axy + x* — 0, in welcher für solche 
grosse Annahmen von x oder y das zweite Glied, als zu un- 
bedeutend. verschwindet. Aus y 3 + x 3 — 0 folgt dann : 

(+ oc ) 3 + (+ oo) 3 -- 0. 

Auch ist leicht einzusehen, dass für jeden positiven und 
negativen Werth von x, y wenigstens einen reellen negativen 
und positiven Werth enthalten muss und die krumme Linie mit- 
hin zwei unendliche Schenkel hat. 

Versuchen wir einmal, ob wir die krumme Linie noch etwas 
näher kennen lernen können, indem wir sie auf Polar-Coordi- 
naten beziehen. Aus der Gleichung: 

y 3 — 3 axy + x 3 — - 0 

folgt, wenn wir rcos<p = x und r sin <f — y subsliluiren: 
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3a sin q . cos q 
sin 3 95 — f- cos 3 <)t 
§<i . sin 2 q_ 
sin 3 -{- COS 3 qc 



cl) 

( 2 ) 



Diese Gleichung lehrt nun: 

1) Dass für jeden Werth von q. r reell, mithin die krumme 
Linie eine continuirliche ist. 

2) Dass für q = 135 und <r — 315 oder — — 45. der Nen- 
ner *= 0 und mithin r — + 00 wird. 



3) Kür q — 0 und q — 90° 
wird >•— 0. Die Linie geht also 
zweimal durch den Pol A. 

«* 

4) Weil nach bekannten geo- 
metrischen Formeln cos(45-j-m) 
— sin (45 — ?/»), mithin auch 
cos 3 (45 -|- m) = sin 3 (45 — m), 
so wird, wenn man <p— 45 + m 
setzt und noch bemerkt, dass 

sin (90 -f - 2 m) — sin (90 — 2m) — cos 2m — cos (— 2m): 




r — 



r = 



sin (90 4- 2m) 

sin 3 (45 4- m) 4- sin 3 (45 — mj' 
cos 2m 

sin 3 (45 4* mj - f - sin 3 (45 — mj' 



• • (3) 

• • (4) 



Aus dieser Gleichung ersieht man, dass von q — Q an, ;• 

immer wächst bis q = 45° (m = 0) , wo r — — AB wird 

und seinen grössten Werth erreicht, von q — 45 bis q — 90 
nimmt r wieder ab, und da nach (4) für Winkel gleichviel über 
und unter 45°, r einerlei Werth erhält, so sicht man, dass das 
entstehende Blatt durch die Linie AB in zwei sich deckende 
Hälften gethcilt wird. 

5) Zufolge § 71, 3 kann man aus der cubischen Gleichung 
y 9 — 3 axy 4- J” 3 — 0 

durch eine einfache Coordinatenverwandlung eine neue Gleichung 
zwischen f, u ableiten, welche in Bezug auf eine dieser ver- 
änderlichen Grössen nur vom zweiten Grade ist : dreht man 
nämlich die Achsen um 6 — 45°, setzt, AP = t. MP — «, so 
folgt aus den allgemeinen Umwandlungsformeln 
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x = < cos — u sin 5 


1! 


t-u 

x== V2 


»/«=-< sin 0 -f- u cos 6 


Ii 


H-M 

*~~Vi 


/*+«y oj- « 

V K2 J 3 K2 ■ 


1 V2 ^ 1 


o-uy 


l V2J ~ 



U 



±tv 



3 a - 
3 a -}- 



tV 2 
3 1 V2 



Zu jedem Werth von t gehören zwei gleiche und entgegen- 
gesetzte Werthe von «. 

Q Q 

Für t = 0 und / = wird * = 0, für t z- -J- ^ wird 
u imaginair. Für t — — wird u — + oc. 
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Sechstes Buch. 



Durchmesser der Kegelschnitte. 



80 . 

Erklärung. Unter Durchmesser einer krttonmen Linie ver- 
steht inan jede Grade, welche parallele Sehnen halbirt. 

Ausserdem, dass die Kenntniss der Durchmesser einer krum- 
men Linie manchmal zur Entdeckung merkwürdiger Eigenschaften 
derselben verhiifl, findet namentlich die der Kegelschnitte auch 
in der Theorie der Chartenprojectionen eine Anwendung, und 
wir wollen deshalb das Wichtigste darüber mittheilen. 

81 . 

Auf eine allgemeine Methode, nach welcher man entdecken 
kann, ob eine krumme Linie einen oder mehre Durchmesser 
habe, und wie sie liegen, kommt man durch folgende Betrach- 
tungen. 

Seien, um ein Bild vor Augen zu haben, MN, M'N' Theile 
irgend einer bekannten krummen Linie, deren rechtwinklige 
Coordinaten-GIcichung: 

= ( 1 ) 

Ist nun OT ein von 0 ausgehender Durchmesser, welcher 
die parallelen Sehnen MM', NN'. . . . halbirt, » der Winkel, den 
er mit der Abscissenrichtung AX und § der Winkel, den er mit 
den parallelen Sehnen macht, m und n die rechtwinkligen Co- 
ordinaten des Punctes 0; x,y die eines Punctes M, so könnte 
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man OT als neue Abscissen- 
Aclise, 0 als neuen Anfangs- 
puncl und die parallelen Seh- 
nen als Ordinalen betrachten, 
und wenn die Grössen m,n,x , g 
bekannt wären, die Beziehung 
zwischen den neuen Coordi- 
nalen. 00=/, leicht 

aus y = V' G*Q finden, indem 
man nur nach $ 72 die durch m, n, x, g, l, u ausgedrückten und 
unmittelbar aus der Figur folgenden Werthe der alten Coordi- 
naten x,y. nämlich: 



x — m + / cos «-(-«. cos -f- 6) (0 

y — u -J- t sin x u . sin (x -j~ 6) (2) 



in die Gleichung y — yx zu substituiren brauchte. Die neue 
Gleichung zwischen u und t würde dann, wenn OT wirklich 
ein Durchmesser wäre, nothwendig so beschaffen sein, dass sie 
für jeden Werth *»n t — OQ paarweise gleiche und entgegen- 
gesetzte Werthe MO, M'Q für u gäbe; sie würde also, wenn 
y=*-.yx nur vom zweiten Grade wäre, in Bezug auf « eine 
rpine quadratische sein, folglich die Form: 

Am« + Btt -f Ct 4- D = 0 (3) 

-• + .( "» .± A C <+1' ) (4> 

haben, wo jedoch eine der Grössen B,C. D. oder auch B und 
D oder C und D zugleich, 0 sein können. 




Um also zu entdecken, ob eine krumme Linie zweiten Gra- 
des einen Durchmesser habe, und zugleich dessen Lage gegen 
die alte Abscissen- Achse und neue Ordinaten- Achse, nämlich 
die Winkel x, g, so wie auch die darauf bezogene neue Glei- 
chung derselben krummen Linie zu finden, substituire man in 
der gegebenen rechtwinkligen Coordinaten-Gleichung i//(*,y)=0, 
statt x, y, die vorhergehenden Werthe aus (1) und (2), und 
untersuche dann, ob sich die Grössen »i, n, x, g so annehmen 
lassen, dass die neue Gleichung die in (3) angegebene Form 
erhält. Ist dies nicht möglich, so kann auch die Linie i//(;r,y)=0 
keinen Durchmesser haben. Bleiben dagegen unter den vier 
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zu bestimmenden Grössen m, n, x, g eine oder mehre unbestimmt 
und ganz beliebig, so hat die krumme Linie mehre Durchmesser. 



83. 

Aufgabe. Zu untersuchen, oh die Parabel Durchmesser 
habe. 

Auflös. Die bekannte Scheitelgleichung der Parabel ist: 

•JV ~ P - *- = 0 (1) 



Setzen wir hierin statt x, y die Ausdrücke aus (0 und (2) 
§ 81, so erhält man: 



[ n -j- / sin a-f- « • sin (“ -f- 6) 2 — p 1« + 1 cos a -j- u cos (a -f- 6)] — 0 



oder entwickelt und geordnet: 



sin 2 (a -f 6) • uu + C2n sin a — p cos <*) ■ <-j - tm — pm 
sin 2 «.//-|-2sin a.sin(«-|-g).<M-|-[2n sin(a-|-l ») — p cos (a-j-gJJ.a 




Damit nun diese Gleichung zwischen u, f die im § 81 an- 
gegebene Form (3) erhalte, müssen die Glieder in ut und u 
herausfallen, folglich die Coefficienten dieser Grössen —0 sein. 
Dies giebt uns zur Bestimmung der noch unbekannten vier 
Grössen a, 6, m, n nur die beiden Bedingungsgleichungen : 



2n sin a . sin (« -j- g) — 0 (3) 

2m sin (<* + 6) — p . cos (« + 6) = 0 (4} 



und es werden deshalb jedenfalls zwei dieser vier Grössen un- 
bestimmt und willkührlich bleiben. 

Aus der Gleichung (4) folgt: 



tg O f 6) = (5) 

Weil nun p (der Parameter) eine wirkliahe Grösse ist, und 

n nicht unendlich sein kann, so kann auch oder tg(«-f g) 

nicht Null sein, und also aucji sin (« -f- g) nicht = 0 sein, und 
deshalb kann der Gleichung (3) nur dadurch Genüge geleistet 
werden, indem man sin« also a selbst =0 setzt. Es wird also, 
wenn die Parabel überhaupt einen Durchmesser OT hat, der- 
selbe jedenfalls mit der Achse AX parallel laufen müssen. 

Indem nun « = 0 sein muss, fallt aus der Gleichung (2) 
auch noch das Glied sin® x . tt heraus und wir behalten dem- 
nach (weil das Glied in u wegen der Gleichung (4) herausfällt) 
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sin 2 £ . mm — pt -j- nn — pm = 0 (6) 

In dieser Gleichung bleiben von den drei Grössen £, tu, n 
zwei ganz willkührlich, weil £ und n sich gegenseitig bestim- 
men; denn vermöge der Gleichung (5) hat man noch (weil 
x — 0) die Bedingung: 

•*«-£ m 

Betrachten wir also in (6) 6 als durch n gegeben, und da- 
her m und n als die ganz willkührlich bleibenden Grössen, und 
nehmen diese der Einfachheit wegen so, dass der neue Anfangs- 
punct 0 (m, n) in einen Parabel-Ast fallt, mithin zu einer be- 
liebigen Abscisse m — AB , die 
Ordinate n — OB ist, so ist nach 
Gleichung (1) nn — pm = 0 und 
die Gleichung (6) der auf den 
Durchmesser OT bezogenen Pa- 
rabel reducirt sich für diese An- 
nahme von m und n auf die höchst 
einfache : 

sin 2 £ . mm — pt. . .(8) 

Zur Bestimmung des Winkels § giebt uns die Gleichung (7): 




folglich ist auch: tg£ = s— = 



oder : tg £ ' 



2nm 

n 

2m 



nn 
2 nm 



Machen wir daher AG ~ AB — m, so ist 



= taff e. 



OB » 

BG~~2m 

Es ist folglich OGB = £. Die Linie GO giebt die Richtung der 
durch OT halbirtcn Sehnen an. Diese Linie GO ist nun aber, 
wegen GB = 2AB, eine Tangente am Puncte 0. Daher der 
Satz: Jede durch einen beliebigen Punct 0 einer Parabel mit 
mit der Achse parallel laufende Linie OT ist ein Durchmesser 
der Parabel, und die halbirten Sehnen laufen mit der durch 
denselben Punct 0 gehenden Tangente parallel. 
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84 . 

Anfgabe. Zu untersuchen, oh die Ellipse, ausser der gros- 
sen und kleinen Achse noch andere Durchmesser habe. 

Auflösung. Wenden wir die § 82 gezeigte Entdeckungs- 
methode auch hier an, und substituiren in der Mittelpuncts- 
Gleichung der Ellipse: 

aayy -f- bbxx = auhb (0 

die Werthe von x, y aus (0? (2) § 81, so erhält man die Glei- 
chung zwischen den neuen Coordinaten u,t: 

aa[n + 1 sin o+n sinC*-)-8)] 2 + bb[m-\-t cos *-}-« cosC«4" 6)] 2 —aa 66=0 

oder entwickelt und geordnet: 



aann\ 



aa sin 2 C“-f 6) 1 , fl« sin 2 «) . 2aan.sin«) , ,, I 

Mco S »C.+ol-” + Mco S *J-"+ 26 taco S «l'+_““” 



+ 



2na sin x . sin ( x-\ - 8) j 
266 cos x . cos 0* -f- 6) j 



ut -}- 



2 aan sin (a 4~ 6) 
2bbm cos O + 8) 







Damit diese Gleichung die in (3) § 81 angegebene, für 
einen Durchmesser nothwendige Form erhalte, und die Glieder 
in ut und u auswerfe, haben wir zur Bestimmung von m, n, a, 8 
die beiden Bedingungsgleichungen: 

2aa sin a . sin 0* 4“ S) 4* 266 cos « . cos (a -j- g) — 0. . . (3) 

2aan sin C « 4- 6) + 2bbm cos O 4" 6) — 0 C4) 

Aus (3) folgt: tg Qx 4“ 8) — — j— . cot « 

Aus (4) folgt: tg Qa 4- 8) — — — . — 

° aa n 



Daher: cot« 



m 

n 



Statt der beiden Bedingungsgleichungen (3) und (4) können 
wir also die beiden einfachem (5) und (6) nehmen: 



tg {x 4- 8) — — — . cot x. 

aa . 



cot * 



m 

n 



Co) 

( 6 ) 



Zwei von den Grössen m, n , «, 8 bleiben hiernach willkühr- 

iti 
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lieh, zum Beweise, dass die Ellipse unzählig viele Durchmesser 

haben muss. _ . , 

Mögen m und n diese willkührlichen Grössen sein, und neh- 
men wir, der Einfachheit wegen, m = 0 und n = ö, so dass 
also der Anfangspunct im Mittelpunct bleibt, so ist: 

cot « = Ä Cs- Algcbr. § 335) 



und wegen dieses unbestimmten Ausdrucks g auch der Winkel 
« noch ganz beliebig, aber für jede dafür gemachte Annahme 
(7 B a = TCB) der Winkel 6 sofort bestimmt. Es folgt näm- 
lich aus (5): 



tg« + tge bb rntK 

1 — tor a . lg £ aa 

bb . , bb 

tg* + «ge= -^• coU + ^-‘s e 

aa Iß <* -f- bb cot x 
daher: lg 6= bb^i " 



Ca 



(7) 



In diesem Ausdrucke für 6 ist der Nenner negativ (weil 
a > b), und daher, wenn « spitz genommen wird, der neue 

Coordinaten- Winkel 6 stumpf, und umgekehrt. 

Sei nun TCB der beliebig ange- 
nommene Winkel « und UCT der 
dann nach (7) bestimmte Winkel S, 
unter welchem der Durchmesser TT' 
die mit UU' parallelen SehnenMM'... 
schneidet, so ist die ausf2) folgende 
Gleichung der auf diese neuen Co- 
ordinaten-Achsen TT, UU' bezoge- 
nen Ellipse (indem wegen m = 0, n = 0 aus (2) auch noch 
das Glied in t, so wie aann, bbmm herausfallen): 

[flasin 2 (*+g)+66cos 2 (a-fe)].MM+[oasin a «+6bcos**].«=:ao66..(8) 




Nach dieser Gleichung erhält man nicht allein für jeden Werth 
von t=CO gleiche und entgegengesetzte m (MQ, M'O), sondern 
auch für gleiche entgegengesetzte t (CO, CO'), gleiche w; es ist 
also nicht blos TT', sondern zugleich auch UU' ein wirklicher 

Durchmesser. . 

Zwei solche sich kreuzende Durchmesser, deren jeder die 
mit dem andern parallelen Sehnen halbirt, heissen verbun ene 
Durchmesser , und der Winkel 6, den sic mit einander mac en, 
der Verbindungswinkel. 
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Weil dieser Winkel 6 vermöge Gleichung (7) eine Function 
von * ist, so lässt sich vorstehende Gleichung noch auf eine 
andere von g befreite Form bringen. Da nämlich nach Glei- 
chung (5): 



bb 

tg O -- g — . cot * 

h aa 



so ist: sin 2 (*-j-g) 
cos 2 0* -}- 6) 



b 4 cos 2 jt 

a* sin 2 « -f- b 4 cos 2 x 

a 4 sin 2 x 

a* sin 2 x -j- 6 4 cos 2 a 



Dieses in (8) substituirt ist auch: 



aab* cos 2 a -\-a*bb sin 2 « 
a 4 sin 2 a-| b 4 cosa 



. mm -f- (aa sin 2 *-}- && cos 2 «).//— aabb.. .(9) 



Hä. 

Aufgabe. Durch die gegebene halbe grosse und kleine 
Achse a, b der Ellipse und den beliebig genommenen Winkel * 
sind die Grössen der beiden halben verbundenen Durchmesser 
CT, CU bestimmt; wie findet man sie? 

Auflösung. Die Gleichung (9) giebt offenbar für < = 0 
den halben Durchmesser m = + CU und für u — 0 den andern 
halben Durchmesser t = + CT. Setzen wir also der Kürze we- 
gen: CT=^A, CU — B, so ist: 



AA -= 
BB 



aabb 



aa sin 2 * -}- bb cos 2 * 
« 4 sin 2 « -}- b 4 cos 2 « 



aa sin 2 « -f bb cos 2 a 
Aus (10) «nd (11) folgt: 



aa sin 2 « -f- bb cos 2 * 

aflW CMsin ^js+bbcop 
a 4 sin 2 x b 4 cos 2 * 



aabb 

Ta 

aabb 

"BF 



( 10 ) 

(10 



Diese Ausdrücke der Coefiicienten von uu, tt in (9) substi- 
tuirt, erhält man folgende, mit der gewöhnlichen Gleichung der 
Ellipse sehr ähnliche: 



*) Nach bekannten goiiioineir. Formeln 



ist immer: 






H-tg’ 



und ro** a — 



1 

I -(- tg s a 



10 * 
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AA uu + BB« = AABB (12) 

Wäre A = B. so stimmte die Form dieser Gleichung mit 
der des Kreises überein, aus welcher deshalb aber kein Kreis, 
sondern, weil die Coordinjjten u, t schiefwinklige sind, eine 
Ellipse hervorgeht. 

86 . 

Addirt man die Gleichungen (10) und (11), so folgt, als eine 
merkwürdige Eigenschaft der Ellipse: dass die Summe der Qua- 
drate je zweier Durchmesser von dem Winkel * (oder von dem 
dadurch bestimmten Verbindung stcinkel 6) ganz unabhängig, und 
immer gleich der Summe der Quadrate der grossen und kleinen 
Achse ist. Denn : 



AA 4- BB = 



aabb -j- a 4 sin 2 * -f- b* cos® « 



aa sin® a -|- bb cos® « 



Nun ist aber aabb — aabb sin®« -f- aabb cos®«. Dies substi- 
tnirt, ist auch: 



AA + BB = 



aa sin® « (aa -f- 66) + 66 cos® a (aa -j- 66) 



aa sin® * -f- 66 cos® « 

AA + BB = aa + 66 (13) 



87 . 

Als eine andere von den Haupteigenschaften der Ellipse 
wollen wir noch anführen, dass die Producte aus je zwei ver- 
bundenen Durchmessern und dem Sinus ihres Verbindungswin- 
kels immer gleich, und gleich dem Producte aus der grossen 
und kleinen Achse sind. Denn aus (10) und (11) folgt: 



AA . BB = aabb 



(a 4 sin® a 4~ 6 4 cos® «) 
(aa sin® « 4- 66 cos® «)* 



Nun ist aber nach der Gleichung £7) § 84: 



tgg-= 
daher sin® 6 = 



aa tg « 4~ 66 cot « 

66 — aa 

(qq sin® « 4~ 66 cos® «)® 
a 4 sin® 4" b* cos® « 



Dies substituirt, kommt: 

AB . sin S — ab (14) 
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Siebentes Buch. 



->2><£o 



Räumliche Bedeutung der allgemeinen Gleichung 
zweiten Grades. 



88 . 

Aufgabe. Zu zeigen, dass jede beliebige Gleichung zweiten 
Grades zwischen x, y, wenn überhaupt eine krumme Linie, noth- 
wendig einen der Kegelschnitte (Kreis, Parabel, Ellipse, Hy- 
perbel) darstellt. 

Auflösung. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades lässt 
sich unter folgender Form darstcllcn: 

yy + axy + bxx -f cy -f dx + e = 0 (0 

indem man eiucn etwaigen Coefficienten von yy durch Division 
fortschaflen kann; auch können wir annehmen, dass ®, y recht- 
winklige Coordinaten sind, indem man sie sonst nach § 73 (4), 
(5) leicht in solche verwandeln könnte. 

Wir haben demnach zu untersuchen, wie viele verschiedene 
Arten krumme Linien aus dieser Gleichuug hervorgehen, wenn 
für die Coefiicienten a, b, c, d, e alle denkbaren, sowohl posi- 
tiven, als negativen Zahlen, selbst 0 nicht ausgenommen, gesetzt 
werden, so jedoch, dass dadurch y nicht imaginair wird, in 
welchem Falle die Gleichung sich gar nicht construiren Hesse. 
(Vergl. § 66.) 

Durch eine Coordinaten -Verwandlung können wir aus vor- 
stehender sechsgliedrigen Gleichung zwischen x, y eine einfachere, 
für unsere Untersuchung bequemere zwischen den ebenfalls recht- 
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winkligen Coordinaten t, u ableiten, die nur drei Glieder enthält 
und in Bezug auf u eine reine quadratische ist. 

Sind nämlich m, n die noch unbekannten Coordinaten des 
neuen Anfangspuncts, und 9 der noch unbekannte Winkel, den 
die neue Achse OT mit der alten AX macht, so ist bekanntlich, 
m, n, mögen sie positiv oder negativ ausfallen und 9 spitz oder 
stumpf sein (§72), immer: 

x — m 4* t cos 9 — u sin 9 
y — n 4 - 1 sin 9 u cos9 



Substiluiren wir also diese Werthe von x, y in die allge- 
meine Gleichung (1), so erhalten wir folgende neue Gleichung 
zwischen t, u: 



(»4 / sin^-j-M costf)*4' «(»»4" t oos9 — n sin 9)(n-\- 1 sintf - 4~«cos£) \ 
btm-\-lcos9— Msintf) 2 4'f(«4"<s*n^4'Wcos^) >— 0 

4~d(ffi4'<cos0— «sin5)4-c * 



oder entwickelt und geordnet: 







2« sin 9 . 


COS 2 4j 
— asin4.cos4 
6sin 2 4 ■ 


sin 2 4 ) 

> . uu 4- fl sin 9 cos 9 ; 
1 6cos 2 4) 


am sin 9 1 
. «« cos 9 

' ' 26m cos 9: 

c sin 


• 




dcos9 




2« . cos 9 


nn. 


2 sin 9. cos 9 


| am cos 9 1 


1 amn 1 


acos 2 4! 
— asin 2 4| 


I . — an sin 9 

( ‘ u ’ — 26msin4 


. 6mm \ 

/.«“)" > 
C«/ 


— 26sin4 cos9. 


1 ccosl 


\ dm 1 




— d sin 9 


cj 



■ =• 0 . . . ( 2 ) 



Werden nun die drei Grössen m, n, 9 so genommen, dass: 



2sin0. costf-}-a(cos 2 <$ — sin 2 0) — 26sin0 cos 4=0 (3) 

(2b 4 am 4- c) cos 9 — (26m 4- an 4- <0 sin 4=0 (4) 

nn 4' amn 4- 6mm cn -\- dm e=0 (5) 



was, wie man sieht, immer möglich ist, so fallen aus der Glei- 
chung (2) die drei letzten Glieder heraus, und wir erhalten, 
indem wir zugleich durch den Coefücienten von uu dividiren, 
und zur Abkürzung: 
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sin 2 l-}-asin#cos#-|- frcos a 6 
cos 2 4 — asim?cos0-f- b sin 2 /? !l 



( 6 ) 



(2n -}- am 4 - r) sin 6 -f- (2 bm -J- an -j- d) cos 6 
cos 2 6 — asintfcostf + 6 sin 2 6 



«-/■••• C7) 



setzen, die einfache Gleichung zwischen u,t: 

un g . tt f . t — 0 (8) 



Die durch a, b, c, d, e bestimmten Wertlie von m, n, 6 könnte 
inan aus (3), (4), (5) und dann g und f aus (6) und (7) 
berechnen. Für unsern Zweck brauchen wir jedoch diese Werlhe 
von m,n,6,f,g nicht zu kennen. Uns genügt zu wissen, dass 
wenn die Gleichung (1) wirklich eine krumme Linie enthält 
( y nicht imaginair wird), wir daraus durch die gezeigte Coor- 
dinaten-Verwandlung die weit einfachere Gleichung (8) ableiten 
können, welche noch dieselbe krumme Linie giebt. Die Art 
dieser krummen Linie hängt, wie wir gleich sehen werden, blos 
von dem CoelBcienten g ab, und ist eine andere, je nachdem g 
positiv, negativ oder Null ist. 

Wäre nun, um alle drei Fälle durchzugehen, in (.8): 

1. <7 = 0; so ist die daraus entspringende Linie: 

#=K- f.t 



welche offenbar, f mag positiv oder negativ sein, eine Parabel 
ist, deren Parameter = f (§ 25, Anmerkung). 

2. Wäre g positiv, so hat man: 

u — — fl — glJ 



Dies ist aber C§70), f mag positiv oder negativ sein, die 
Schcitelgleichung einer Ellipse, welche sich leicht auf die ge- 
wöhnliche Mittelpunctsgleichung reduciren lässt, denn, sind *, g 

r 

ihre halbe, grosse und kleine Achsen, so ist: x — ' und 

ff ^ 

g = V" etc. Für <7 — 1 ist die Linie ein Kreis. 

■*9 

3. Wäre g negativ, so hat man, f mag positiv oder negativ 
sein : 

u = V— ft + gtt 



als die Scheitelgleichung einer Hyperbel CS 70). 

4. Die Fälle, wo durch die Coordinaten -Verwandlung in 
C2) der CoefTicient von uu, oder in (8) blos f oder f und <7 
zugleich Null werden, nämlich: 
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gtt + /•< = () 

hu -f- gtt = 0 
MH — 0 

führen entweder auf nichts, auf einen Punct, auf eine oder auf 
zwei grade Linien. Diese Fälle sind aber aus der ursprünglichen 
Gleichung CD selbst leicht zu erkennen. 

Hiernach können wir also behaupten, dass jede Gleichung 
zweiten Grades, wenn überhaupt eine krumme Linie immer ei- 
nen der erwähnten Kegelschnitte giebt. 



§ 9 . 

Ein aufmerksamer Leser wird die Bemerkung gemacht ha- 
ben, dass nach Gleichung (3) der Winkel ä und folglich auch 
vermöge Gleichung (6) der Coefficient g durch die Coeflicienten 
«und b bestimmt ist, und folglich die Art der aus der Gleichung: 

yy -f- axy -j- bxx -f- ry -f- dx -f" e = 0 CD 

hervorgehenden krummen Linie von den Coeflicienten c, d, e 
ganz unabhängig ist, und blos von den beiden Coeflicienten 
a, b abhängt. Man kommt deshalb auf die Frage: wie diese, 
die Art der krummen Linie bestimmenden Coeflicienten «, b 
beschaffen sein müssen, damit die Gleichueg CD einen der Art 
nach bestimmten Kegelschnitt gebe, mit andern Worten: nach 
welchem Kennzeichen man aus dem Anblick einer Gleichung 
zweiten Grades sofort entscheiden kann, was für einen Kegel- 
schnitt sie enthält. 

Diese Kennzeichen könnte man aus der Gleichung C6) fin- 
den, indem wir durch Hülfe der Gleichung C3) g durch a und b 
ausdrückten und zusähen, welches Verhältniss unter a und 6 
Statt finden muss, damit das dadurch bestimmte g Null , positiv 
oder negativ wird. 

Da wir aber bereits wissen, was für krumme Linien aus 
einer Gleichung zweiten Grades hervorgehen können, so findet 
man das erwähete Kennzeichen leichter aus der ursprünglichen 
Gleichung: 

yy -j- axy -j- bxx -j- ry dx -f- e — 0 
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denn lösen wir diese verwickelle quadratische Gleichung: in 
Bezug auf y, so kommt: * 

Cax-\-c^)+VCaa — Ab")xx-\-2(_ac — 2(l)x-\C cc — 4e) 

y — 2 

oder kürzer geschrieben: 

y= — i Cox -f- <0 dt 2 V &xx + Bx -4- C (2} 

Der rationale Theil dieser Gleichung, für sich construirt, giebt 
eine grade Linie, welche die Abscissen-Achse AX unter einem 
Winkel schneidet, dessen trigon. Tangente — Ja ist. Zu je- 
der, für ein beliebiges x erhaltenen Ordinate dieser graden Linie 
muss nun aber noch das Stück, welches der irrationale Theil 
für dasselbe x giebt, wegen des doppelten Vorzeichens, sowohl 
addirt, als auch davon subtrahirt werden, so dass also jene 
grade Linie, welche aus dem rationalen Theil entspringt, ein 
Durchmesser für die aus dem irrationalen Ausdruck hervor- 
gehende krumme Linie wird. 

Ob nun diese Linie, längs der einen Seite des Durchmessers, 
mit zwei, oder nach beiden Seiten mit vier Zweigen unbegrenzt 
fortläuft, oder in sich begrenzt ist, ob sie folglich, wonach wir 
eigentlich fragen, eine Parabel oder Hyperbel oder Ellipse ist, 
darüber giebt uns der Coefficient A = aa — Ab Auskunft. 

Sind a und b so beschaffen, dass 

1. der Coefficient A positiv, also aa^Ab ist, so wird das 
erste Glied unter dem Wurzelzeichen ( Axx ) für wachsende 
Werthe von x doch einmal grösser, als die Summe der beiden 
andern CBx -j- C), wenn auch B und C zugleich negativ wä- 



* Fehlte in dieser Gleichung yy, su könnte man sic auf die dann als 
abhängig betrachtete veränderliche Grösse x reducircn, und dieselben 
Schlüsse geilen dann für x ; oder man könnte in diesem Kalle auch x, y 
mit einander verwechseln (8 67*). 

Wären, als zweiter besonderer Fall, die Cocfficienten von yy und xx 
zugleich Null, so lässt sich die Gleichung axy -}- cy -|- dx -j- e — 0 durch 

blosse Verlegung des Anfangspunets A nach 0 f— — , -—V indem man 

x — t — — und y — - setzt, in die einfachere Gleichung aut-j-c — — — 0 

na a 

oder. — ff?— »iwi gesetzt, in u — verwandeln, welches «Heilbar (r.u- 

aa t 

folge 8 57) die auf die Asymptoten bezogene Gleichung einer Hyperbel ist. 
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rcn,* und da dann sowohl zu jedem positiven, als negativen x 
zwei gleiche, entgegengesetzte und reelle Werthe aus der Wurzel- 
grösse entspringen, so geht die Linie längs beiden Seiten des 
Durchmessers mit vier Aesten ins Unendliche fort, und ist folg- 
lich eine Hyperbel. 

Wäre, als besonderer Fall, für ein positives A zu gleicher 
Zeit B = 0, C = 0, so giebt die Gleichung C2) : 



« 



?/ = 



ax 4 e . J A 

— i— ±-sr-* 



nämlich zwei grade Linien: 



y 

und y 



CKA - a) 
2 




( 'V A -f- a) c 
2 ‘ x ~~2 



welche sich in einem Puncte schneiden, dessen Abscisse = 0 
und Ordinate — — \c ist. 

Wäre die Grösse unter dem Wurzelzeichen ein vollkommenes 
Quadrat, so giebt die Gleichung CO ebenfalls zwei grade Linien, 
und ist sowohl in diesem, als im verhergehenden besondern 
Falle eine zusammengesetzte, oder ein Product aus den Glei- 
chungen beider Linien. ** 

2. Ist der CoefTicient A negativ, also aa -< 4b, und C po- 
sitiv, so lassen sich, wenn B positiv ist, so kleine positive, und 
wenn B negativ ist. so kleine negative Werthe für x setzen, 



* Damit Axx >- Bx 4 C, also auch xx — — . x 4 >■ 

A A-2A ' A 

werde, braucht man nur x >■ ^ au nehmen. 

2A 

** Multiplicirt man zwei auf Null reducirte Gleichungen ersten Grades 
mit einander, so ist das Product vom zweiten Grade und giebt, construirt, 
zwei grade Linien (v. Seite 26, 3, 4). Es war also vorauszusehen, dass 
in der allgemeinen Gleichung zweiten Grades, wenn man für die Coeffl- 
cienten a,b,c... alle möglichen Werthe gesetzt denkt, als besonderer Fall, 
auch die zusammengesetzte Gleichung zweier graden Linien mit begriffen 
sein muss. Ferner, dass in der allgemeinen Gleichung dritten Grades zu- 
gleich auch die Producte aus drei, auf 0 reducirten Gleichungen ersten Gra- 
des, oder einer Gleichung ersten und einer vom zweiten Grade, mithin so- 
wohl drei grade Linien, als auch eine grade Linie mit einem Kegelschnitt 
verbunden, als besondere Fälle, enthalten sind. Kurzum, dass die allge- 
meine Gleichung vom nten Grade alle zusammengesetzten Linien vom ersten 
bis zum n—i ersten Grade, in allen möglichen, jedoch den nten Grad nicht 
übersteigenden Verbindungen, als besondere Fälle, mit begreift. 
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dass die Grösse unter dem Wurzeichen eine Weile positiv bleibt, 
mithin die Wurzeln daraus reell sind. Die krumme Linie ist 
dann eine Ellipse, und für 6 = 1, a = 0 ein Kreis (§20). 

Wäre für ein negatives A zugleich B und C negativ, so hat 
man entweder gleichfalls eine Ellipse, oder y ist imaginair. 
Letzteres ist durchaus der Fall, wenn B = 0 und A und C ne- 
gativ sind. 

Wäre B = 0, C = 0und A negativ, so giebt die Gleichung: 

I 

ax-\- c, . , 

y== J + x. I A. V- 1 

also einen Punct, dessen Abscisse = 0 und dessen Ordinale 
= - }c. 

3. IstA = 0, also aa—Ab, so giebt die Wurzclgrösse, 
wenn B positiv ist, für positive, und wenn B negativ ist, für 
negative x zwei gleiche, entgegengesetzte Werthe, die mit x 
wachsen (C möge dabei positiv, negativ oder Null sein), und 
die krumme Linie geht in diesem Falle mit zwei Aesten ins 
Unendliche fort und ist folglich eine Parabel. 

Wäre, als besonderer Fall, für A = 0, auch B = 0, so giebt 
die Gleichung, wenn C positiv ist, zwei grade, parallele Linien: 

und wenn C negativ ist: y^-—r^-\-V— C, 

also nichts. 

Wir erhalten demnach aus einer Gleichung zweiten Grades, 
wenn überhaupt eine krumme Linie, für: 

cm >- 46 eine Hyperbel, 
an -c Ab eine Ellipse, 

«n=46 eine Parabel. 

90 . 

Weil in der allgemeinen Gleichung zweiten Grades: 

yy -f- axy -f bxx + cy + dx -f- e == 0 

fünf beständige Grössen a,b , c, d, e Vorkommen, so muss man 
daraus schliessen, dass man durch je fünf beliebig gegebene 
Puncte (von welchen jedoch, von selbst verstanden, keine drei 
in grader Linie liegen) immer einen Kegelschnitt legen kann. 
Denn die fünf Puncte geben, durch (rechtwinklige) Coordinaten 
ausgedrückt, fünf Bcdingungsgleichungen, durch welche a,b,c,d,e 
bestimmt werden, und die beiden ersten, a und 6, bestimmen 
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dann, nach dem oben angegebenen Kennzeichen, Avas für ein 
Kegelschnitt es ist. 



« 1 . 

Die drei Linien: Parabel, Ellipse und Hyperbel werden aus 
dem Grunde oftmals mit dem allgemeinen Namen Kegelschnitte 
benannt, weil sie auf der Oberfläche eines Kegels entstehen, 
wenn man denselben mittelst einer Ebene nach folgenden drei 
verschiedenen Richtungen schneidet: 

1. Geht der Schnitt DG mit 
einer Seitenlinie des Kegels SA 
parallel, so ist der Durchschnitt 
MDN der Oberfläche eine Parabel. 

2. Geht der Schnitt GH mit 
der Achse SC parallel, (oder doch 
durch beide entgegengesetzte Ke- 
gel,) so entsteht auf der Ober- 
fläche eine Hyperbel mGn, deren 
entgegengesetzte man sich auf der 
Oberfläche des entgegengesetzten 
Scheitelkegels denken kann. 

3. Geht der Schnitt ab schräg gegen die Achse durch die 
beiden Seitenlinien, so entseht eine Ellipse ambn. 

Zu den Kegelschnitten könnte man noch zählen: den Kreis 
als einen auf der Achse senkrechten, und die grade Linie SA, 
SB als einen längs durch die Achse gehenden Schnitt ASB. 

Da wir die Gleichungen für die sogenannten Kegelschnitte 
bereits schon kennen, so ist es überflüssig, sie hier nochmals 
wieder, zur Bestätigung des Gesagten, aus den gezeigten Schnit- 
ten selbst abzuleiten. 




»*. 

Nach § 36 und 41 ist sowohl in der Ellipse als auch in der 
Hyperbel, die zweite Achse, 2b, die mittlere Proportionale, zwi- 
schen der ersten Achse, 2a. und dem Parameter p. In Zeichen: 

-• \p:b — b : « 
hb = lap 

Die Gleichung der Ellipse vom linken Scheitel aus CS 70) 
ist: 
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!/y = — (2<tx - xx j 

oder wenn man statt der kleinen Achse den Parameter einführt 

yy )>x - 2 P a xx 

und die Scheitelgleichungen der Hyperbel und Parabel sind für 
einen gleichen Parameter p beziehungsweise: 

yy — ;>x -f- J*- xx 
Xjy=-px 

Wir können daher alle drei Kegelschnitte durch die Glei- 
chung 

yy=px + qxx CD 

darstellen. Und je nachdem hierin q positiv, negativ oder Null 
ist, giebt sie die Hyperbel, Ellipse, Parabel. 

Lässt man in der Ellipse (oder Hyperbel) die beiden Achsen 
2a, 26 in solchen Verhältnissen immerfort wachsen, dass der 
Parameter p unverändert bleibt, so nämlich, dass stets: 

66 26.26 nb.nb 

a 'kt nna 

V P 

so wird zuletzt für«— oo in der Gleichung (1): y~2 a ~nnä 

und die Gleichung verwandelt sich in die der Parabel, oder die 
Ellipse und Hyperbel nähern sich, bei solchem Zunehmen ihrer 
Achsen immer mehr der Parabel von gleichem Parameter. 

Man könnte aus diesem Grunde vergleichsweise sagen, die 
Parabel sei eine Ellipse oder Hyperbel, deren Achse 2a — cc 
ist, oder deren Mittelpunct ins Unendliche fallt. 



03. 

Construirt man über eine gemeinschaftliche Abscissen-Achse 
AX die drei Scheitelgleichungen für die HyperbeJ, Parabel und 
Ellipse, nämlich: 

yy px + qxx 
yy — 7>x 
yy ~ v x ~ ( i xx 
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so ist klar, dass, wenn man den Lauf der drei Linien mit ein- 
ander vergleicht, die Parabel ( Vergleichungslinie) zwischen den 
beiden andern liegt, und zwar die Hyperbel darüber weg gehl, \ 
der Ellipse aber etwas mangelt, um dieselbe Höhe zu erreichen. 

Die gesperrten Wörter enthalten den Sinn der griechischen. 

Und dies ist die muthmassliche Veranlassung für die Benennung 
der Kegelschnitte. 



J 
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* Achtes Buch. 



■*> -2><Sr<>- 



Von den Spiralen. 



04 . 

Jede kruimnc Linie, deren analytisches Bildungsgesetz eine 
Polargleichung r = F («0 ist, in welcher jedoch die unabhängig 
veränderliche Grösse w ein blosser Bogen ist, heisst im Allge- 
meinen eine Spirale, obwohl man, im Besondern, nur solche 
krumme Linien so zu nennen pflegt, welche in schneckenför- 
migen Windungen uin den Pol herumgehen. 

Da nun eine solche Polargleichung r = F O) durch blosse 
Steigerung der Exponenten der veränderlichen Grössen unzählige 
mal verändert werden kann, so folgt schon hieraus, dass es 
unzählig verschiedene Spiralen giebt, dass sie aber, ebenso wie 
die algebraischen Linien, nach dem Grade ihrer Gleichungen in 

Klassen ersten, zweiten, dritten Grades getheilt werden 

könnten. 

Auffallend ist die Verschiedenheit der Gestalten , welche 
durch die blosse Vertauschung der Parallel -Coordinaten x, y 
gegen die Polar-Coordinatcn tc, r aus sonst ähnlich geformten 
Gleichungen entstehen. 



I. Spiralen ersten Grades. 

9 5 . 

Aus der allgemeinen Gleichung der graden Linien: 
ij ax -j b 
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folgt, indem wir x, y gegen w, r vertauschen, die allgemeine 
Gleichung der Spiralen ersten Grades, gleichsam die Metamor- 
phose der graden Linie: 

r — a .ir b CO 



Um diese nach der in der Einleitung CSeitc 17) gegebenen 
Vorschrift zu construiren, beschreiben wir mit einer beliebig 
gross genommenen Liniar-Einheit AP — 1, einen Abscissenkreis, 

dessen Umfang also = 2 tt =^= 6 . 28.3 und auf welchem wir 

von einem beliebigen Anfangspunct A aus, die für to gesetzten 
und durch dieselbe Längen-Einheit ausgedrückten Kreis-Abscis- 
sen, und zwar die positiven rechts, die negativen links herum, 
so wie die entsprechenden Werthe von r auf den, durch den 
Endpunct der Kreis-Abscissen und den Pol gehenden Leitstrahlen, 
vom Pol aus, die positiven vorwärts, die negativen rückwärts 
abtragen, und die dadurch bestimmten Puncte durch einen freien 
Zug verbinden. 

Um zu finden, ob und in 
welcher Richtung die Spirale 
durch den Pol geht, suchen 
wir den Werth von w, für 
welchen r = 0 wird. Aus 

mo-|- 6=0 folgt: to — — 

Ist nun A0 = — — , so können 
a 

wir den zuerst willkühriich 
gesetzten Anfangspunct A um 
diesen Bogen zurückschieben, 
und ihn jetzt in 0 annehinen. 
Bezeichnen wir mit ä die von 
0 aus gerechneten Kreis-Ab- 
scissen CWinkeldrehung), so müssen wir in die Gleichung (1) 

6 — — statt to setzen. Durch diese Coordinaten -Verwandlung 

erhalten wir die einfachere Gleichung r — a 0 )•* 

nämlich : 




r—a. 



C2) 



welche noch dieselbe Spirale, vom Pol ausgehend, giebt. Wäre 

z. B. a — f, also : 
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r — % .6 



0 == 0, l . 2t, 1.2 rr, ( ? . 2t. . . g . 2tt, J . 2n. . . 
r — 0, irr, £t, £-t |:r, £t . . . 

0.39.., 0.78, 1 . 18 2,35 



H 

Ö * 



2.t 

»T 



für negative Wcrthe von fl, = — £ . 2t, — f . 2t erhalt 

man dieselben, jedoch negativen r, — - — Jt, — £t. . . 

Man sicht also, dass alle Spiralen ersten Grades mit zwei 
gleichen Zweigen vom Pol aus in entgegengesetzten, immer 
grösser werdenden Windungen, unzählige mal ohne Ende um 
denselben herumgehen. Denn für 9 = 4; oo ist auch r = + cc. 
Für jedes fl = + (2n $) n und fl = + (2n -}- f) t giobt es 

einen Durchschnittspunct, die erstem oben, die andern unten, 
und alle diese Puncte liegen folglich in einer graden Linie, 
welche die Spirale halbirt und deshalb ein Durchmesser der- 
selben genannt wird. 

Auch sieht man, dass der Radius reetor dem Polarwinkcl 
proportional wächst, und dass die Windungen eines Zweiges 
immer in gleicher Entfernung sind, folglich jede vom Pol aus 
durch sie gehende grade Linie in gleiche Theilc theilen. Denn 
suchen wir, um dieses zu beweisen, die Differenz zweier Leit- 
strahlen r, r‘ für zwei, um eine ganze Umdrehung verschiedene 
Kreis-Abscissen fl — n. 2t und fl' — O -f 1 ) 2t, so ist: 



r — a ,7i . 2t 
r' = a . C« + 1) . 2 t 
r' — r = 2a:t 



und wegen dieser beständigen Differenz wäre es also leicht, 
die Spirale zu construiren. 



96 . 

Die Spirale des Conon von Syracus, oder auch die Archi- 
medäische genannt, weil Archimedes zuerst ihre Haupteigenschaft 
entdeckte, entsteht auf folgende Weise: 

Indem sich der Radius AC gleichmässig wiederholt um den 
Mittelpunct C dreht, tritt zu gleicher Zeit ein, die Spirale be- 
schreibender Punct aus dem Pol C, und schreitet ebenfalls gleich- 
mässig so auf dem kreisenden Radius und dessen Verlängerung 
fort, dass er darauf für jede ganze Umdrehung einen, dem Ra- 
dius gleichen Weg zurücklegt. Wie findet man die Gleichung 
dieser Spirale? 

u 
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Auflösung. Sei der Radius des 
Kreises AC = a, der Radius verlor 
CM = r, der Bogen AN — w, so ist, 
weil sich hier der Leitstrnhl r zum 
Radius a verhall, wie der Bogen w 
zum Umfange des Kreises: 
r : a — w : 2n 
a 

r g^.tr 

Die Archimedische Spirale ist also vom ersten Grade 

Für w — 27i ist r = a; für w—2.2n ist r — 2a etc. 

Anmerkung. Die sog. Schncckcn- 
linie, welche mit einer Spirale er- 
sten Grades Aehnlichkeit hat, jedoch 
nicht damit verwechselt werden darf, 
besteht aus an einander gefügten 
Halbkreisen, die man über eine grade 
Linie, den einen oberhalb, den an- 
dern unterhalb, aus zwei wechseln- 
den Mittelpuncten a und b beschreibt. 



II. Spiralen zweiten Gerades. 

07 . 

Setzt man in die Gleichungen der drei Kegelschnitte die 
Polar-Coordinatcn w, r statt der rechtwinkligen x, y, so erhält 
man drei verschiedene Spiralen, welche nach dem Ursprung und 
ähnlichen Bau ihrer Gleichungen Spiral -Parabel, Spiral -Ellipse 
und Spiral-Hyperbel genannt werden. 

98 . 

Die Gleichung der Spiral-Parabel ist: 
r «** Vpir 

Sie giebt, wegen des doppelten Vorzeichens der Wurzel, 
für jeden Werth von ?r zwei gleiche und entgegengesetzte Leit- 
strahlen, die mit %o bis ins Unendliche wachsen; denn für 
w — oo ist r = + oc. 
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Die Spiral -Parabel gehl also 
mit zwei gleichen Zweigen vom 
Pol aus in entgegengesetzten, im- 
mer grossem, doch immer näher 
rückenden Windungen ins Unend- 
liche fort, und hat unzählig viele 
Durchmesser. 



99 . 

Die Gleichung der Spiral-Ellipse ist: 

r— — V (aa -* wnr) CO 

(t 

oder wenn man den Anfangspunct der Krcis-Abscisscn um den 
Bogen = a zurücklegt Cdamit die Spirale vom Pol ausgeht und 
beide veränderliche Coordinatcn zugleich Null werden) und die 
neue Kreis-Abscisse mit 6 bezeichnet, so ist in obiger Gleichung 
— <0 — a und folglich: 

r^=^V(2ad -m ( 2 ) 



Beide Gleichungen geben einer- 
lei Spirale. Sie ist endlich, hat 
die Gestalt einer Schleife oder der 
Ziffer 8 und unzählige Durchmes- 
ser. 





lOO. 

Die Gleichung der Spiral-Hyperbel ist: 

-- V(ww — aa) CO 

a 

oder wenn die Spirale von dem zum Pol angenommenen Punct 
ausgehen, d. h. für w = 0 auch r — 0 sein soll: 

r — — V(2 aic 4- ino) (2) 

a 

Diese Spirale zieht sich mit zwei gleichen, vom Pol aus- 

if 
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gehenden, immer enger anschliessenden Windungen ins Unend- 
liche hinein, hat unzählig viele Durchmesser und Kreuzungen, 
welche in zwei auf einander senkrechten Achsen liegen (siehe 

auch § 57: r=-^-). 



lOl. 

Eine sehr merkwürdige Spirale, und die auch schon practisch 
benutzt worden, ist die sogenannte Exponcntial- Spirale, ihre 
Gleichung ist: 

r — e" 

wo e > 1. Diese Spirale kommt dem Pol in immer engem 
Windungen immer näher und näher, ohne ihn jedoch zu errei- 
chen; denn für w — 0 ist r = 1. Je grösser -f- w, je grösser r 
und je grösser — tc, je kleiner r: für w — oo ist r = oo; 

für io = — oo ist r = e~® = -i-, 

er 

Anmerkung. Was die Entdeckung der Eigenschaften dieser 
und anderer (übrigens noch wenig untersuchten) Spiralen, so 
wie die Berechnung ihrer Längen, Flächen etc. betrifft, so ist 
dazu Kenntniss der Infinitesimalrechnung erforderlich, und wir 
müssen deshalb, namentlich auf Lehrbücher der Differenzial- 
uud Integral-Rechnung verweisen, woselbst auch die Methode 
der Tangenten gelehrt wird. Dasselbe gilt auch von den mei- 
sten algebraischen krummen Linien, so wie auch, wenn es darauf 
ankommt, krumme Linien von geforderten mechanischen oder 
andern Eigenschaften zu entdecken. Wir müssen uns hier be- 
gnügen, durch das bisherige und noch Folgende, die dazu noth- 
wendigen Vorkenntnisse gegeben zu haben. 



oQo- 
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Zweiter Tliell. 



Analytische Geometrie im Raume. 
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Neuntes Buch 






Vorbegriffe Uber Lagenbestimin urig, Erzeugung und 

Projcction einer Grösse im Raume. 

< - 1 



Wir können dem Anfänger nicht verhehlen, dass dieser Theil 
der analytischen Geometrie, mit dreien Coordinalcn, abstracter 
und schwerer ist, als der mit zweien Coordinalcn, aus demselben 
Grunde, aus welchem die Elemcntar-Geomctrie im Raume schwe- 
rer ist, als die in der Ebene, weil nämlich in perspectivischer 
Zeichnung nicht alle Theile einer Grösse in ihrer wirklichen 
Lage und Verhältniss gegen einander erscheinen können, und 
oftmals sich gar nicht bildlich darstellcn, sondern nur denken 
lassen. Fleissigc Uebung und Ausdauer werden jedoch die 
anfänglichen Schwierigkeiten bald überwinden. 

102 . 

So wie man in der Ebene liegende Linien dadurch erzeugen 
kann, indem man beliebige Functionen zweier veränderlichen 
Grössen (x, y ) aufstellt, und je zwei zusammengehörende Werthc 
der willkührlichen und abhängigen Grössen durch proportionirte, 
auf zweien beliebig gegen einander geneigten Achsen AX, AY, 
vom Anfangspunct A abgemessene Coordinalcn darstellt , so 
kann man auch räumliche Grössen (Flächen) erzeugen, indem 
man beliebige Functionen dreier veränderlichen Grössen <jt(®,y,s) 
aufstellt, zwei davon, z. B. x, y als beliebig, die dritte s aber 
als die abhängig veränderliche betrachtet, und dann je drei 
zusammengehörende Werthc derselben , durch proportionirte, 
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unter beliebigen, aber beständigen Coordinatcn-Winkeln verbun- 
denen, oder was dasselbe ist, dreien beliebig gegen einander 
geneigten Achsen AX, AY, AZ parallelen Linien, darslcllt, indem 
man A zum Anfaugspunct nimmt. 

So lange nicht ein Anderes ausdrücklich erwähnt wird, sollen 
die drei Achsen auf einander senkrecht sein. 

103 . 



Zur Erläuterung sei z. B. 

is = xx — 2x -|- 3 y -j- 1 

Nimmt man in dieser Gleichung für x und y ganz beliebig# 
Werthe an, z. B. x = 2, y — 1, so wird s = 4. 

Misst man nun nach einer be- 
liebigen Liniar-Einheit AP=x=^2 
und QP = y=l ab, und denkt 
man sich auf der Ebene xAy, im 
Punctc Qi das mit der Achse As 
parallele Perpendikel MQ = z — 4 
errichtet, so ist durch diese drei 
Coordinaten x = 2, y — 1 , z — 4 
die Lage des Punctes M im Raume 
gegen die drei Achsen vollkommen 
bestimmt. 

Setzt man in obige Gleichung x — 2, y = 0, so wird z — 1, 
und diese drei Coordinaten (2, 0, 1) bestimmen die Lage des 
Punctes M' (welcher also, weil y = 0, in der Ebene xAz liegt), 
für x — 2, y — 2 ist z^—7. Für x — 0, y = 0 ist z — 1 etc. 

Denkt man sich so weiter für x alle möglichen Werthe ge- 
setzt, und zu jedem derselben alle möglichen Annahmen für y 
gemacht und die zugehörigen Ordinalen z berechnet, so erhält 
man eine stetige Folge von Puncten, welche offenbar nicht mehr 
in einer Linie, sondern in einer Fläche liegen, deren Form, 
Ausdehnung und Eigenschaft durch die beliebig angenommene 
Gleichung vollkommen bestimmt ist. * 

* Die drei auf einander senkrechten Achsen \x, Ay, As, von welchen 
man sich die beiden erstem als horizontal und die dritte als vertical denken 
mag, lassen sich nicht gut anders, als hier geschehen, versinnlichen. Der 
Anfänger, dem diese Zeichnung, in welcher die Winkel APQ, MQP als 
rechte gedacht werden müssen, zu verwirrt sein sollte, ziehe auf dem 
Papiere zwei auf einander senkrechte Achsen xx, yy und stecke in den 
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104 . 

Wird in einer Gleichung dreier veränderlichen Grössen z— <?(-r,y) 
die abhängige Grösse z durch Ausziehung irgend einer Wurzel 
bestimmt, so kann, je nach der Form der Gleichung, die darin 
enthaltene Fläche eine endliche, eine unendliche oder auch eine 
in sich zurücklaufende sein. Ist z stets imaginair, so giebt cs 
gar keine Fläche. Gicht die Gleichung a = ? (i, y~) ftir a ver- 
schiedene Wurzeln, so kann die Gleichung zugleich mehre Flächen 
enthalten, die, den Umständen nach, keinen, einen oder mehre 
Punctc, eine oder mehre Durchschnitts -Linien gemein haben. 
(Vergl. Einl. V.) 

105 . 

Die drei auf einander senkrechten Coordinaten- Achsen der 
x , der y und der z bestimmen die Lage dreier auf einander 
senkrechten Ebenen, welche man Coordinaten -Ebenen nennt, 
und zwar heisst die durch die beiden Achsen xx, yy bestimmte 
Ebene xAy (in ihrer ganzen Ausdehnung) die Ebene der xy, 
und die beiden andern hierauf, und auf einander senkrechten 
Ebenen zAx, zAy, die Ebenen der xa und der yz. Ausser 
dieser altern noch jetzt gewöhnlichen Bezeichnung giebt es noch 
eine andere, von Gauss eingeföhrte, der die Coordinaten-Ebenen 
nach den darauf senkrechten Coordinaten benennt; nämlich die 
Ebene der xAy die Ebene der a, xAz die der y, und yAz die 
der x. 



lOß. 

Diese drei durch die Achsen gelegten Coordinaten-Ebenen 
xAy, zAx, zAy (von welchen man sich die erstere als hori- 
zontal, und die beiden andern als vcrlical denken kann) bilden 
um den Anfangspunct A acht sogenannte dreiflächige, körper- 
liche rechte Winkel (von welchen die Zeichnung jedoch nur 
den einen Axyz versinnlichen kann). Es ist leicht cinzuschcn, 



PurchschniUspunct A scnkrcclil auf beide Achsen, also auch senkrecht auf 
der Ebene des Papiers, eine Nadel ZA, als dritte Achse, und denke sich 
deren Verlängerung durch die Ebene des Papiers als negative Seite dersel- 
ben. In der Zeichnung lassen sich negative Wcrthe von x,y,z, so wie die 
negativen Seiten der Coordinatcn-Achscn, ohne die Figur noch verwirrter 
zu machen, nicht gut bildlich darstcllen. Ucbrigens versteht es sich von 
seihst, dass von der wirklichen Zeichnung einer Fläche oder Linie im Raume 
nicht die Rede ist; inan muss und kann sich dieselbe blos denken. 
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dass die Vorzeichen der Coordinaten eines Puncles M (x, y, z) 
bestimmen, in welchem dieser acht (körperlichen) Winkel der 
Punct liegt. Er liegt nämlich für: 



+ 


X 


+ 


y 


+ 


Z 


im 


Winkel 


AXYZ 
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so dass also durch die Grösse und Vorzeichen der Coordinaten 
eines Puncts M (x, y , a) die Lage desselben gegen drei Achsen 
oder Ebenen vollkommen bestimmt ist. 

ior. 

Wenn man von einem im Raume liegenden Punct M ein 
Perpendikel M/n auf eine Coordinaten-Ebene xAy lallt, so heisst 
der Fusspunct m dieses Perpendikels die Projection des Punctes 
M, und die Coordinaten-Ebene xAy, in welcher er liegt, die 
Projections-Ebene. 

Sind die Projectionen 
eines Punctes M auf zwei 
Coordinatcn-Ebenen, z.B. 
auf die der xy und zy, 
gegeben, und denkt man 
sich in diesen Puncten 
m, m‘ auf den Projections- 
Ebenen Perpendikel er- 
richtet, so bestimmt um- 
gekehrt d. Durchschnitts- 
punct dieser beiden Per- 
pendikel die Lage des projcctirten Puncts M wieder. 

Man kann also auch sagen, dass die Lage eines Puncts im 
Raume durch zwei seiner Projectionen vollkommen bestimmt ist. 
Auf diesem einzigen, höchst einfachen Satze beruht, beiläufig 
bemerkt, die ganze Theorie der sogenannten zeichnenden oder 
beschreibenden Geometrie (Geometrie descriptive). 

Denkt man sich ebenso von allen Puncten irgend einer im 
Raume liegenden Linie Perpendikel auf eine der Coordinatcn- 
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Ebenen gefallt, so bilden die Fusspuncte dieser Perpendikel die 
Projeclion jener Linie, und man sieht leicht ein, dass auch 
umgekehrt, durch zwei solcher Projcctionen , auf zwei Cschick- 
liclie) Coordinaten-Ebenen die Lage, Grösse und Form der pro- 
jectirten Linie bestimmt ist. 

Die Projeclion einer graden Linie ist wieder eine grade Linie 
und nur in dem Falle ein Punct, wenn sie auf der Projections- 
Ebene senkrecht steht. 

Ist, beiläufig bemerkt, eine zu projicirende grade Linie mit 
der Projections-Ebene nicht parallel, so ist die Länge ihrer Pro- 
jection gleich der Linie multiplicirt mit dem Cosinus ihres Nei- 
gungswinkels gegen die Projections-Ebene. Dasselbe gilt auch 
von der Projcction einer ebenen Fläche. 

Die Projection einer krummen Linie ist nur in dem Falle 
eine grade Linie, wenn erstere in einer Ebene liegt, und diese 
zugleich senkrecht auf der Projections-Ebene steht. 

Die Projection einer krummen Linie, die nicht in einer Ebene 
liegt, und deshalb eine Linie von doppelter Krümmung genannt 
wird, ist immer eine krumme Linie. 
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Zehntes Buch. 



Bestimmung des Abstandes zweier Puncle im Raume durch 
ihre Coordinaten. Zusammenhang der drei Winkel, welche 
eine vom Anlangspunct aus gezogene Linie mit den Co- 
ordinaten -Achsen und Ebenen macht. Bestimmung des 
Winkels, welchen zwei aus dem Anlangspunct gehende 
Linien mit einander machen. 



108 . 

Aufgabe. Es sind die Coordinaten eines Puncles M s) 
gegeben. Wie findet man die hiedurch bestimmte Entfernung 
AM = d desselben vom Anfang spunct A? 

Sei M der gegebene Punct (den 
wir uns vor der Bildflächc, zwischen 
den Coordinaten - Ebenen liegend, 
denken) und das von ihm auf die 
Ebene xy gefällte Perpendikel MQ=z, 
das vom Fusspunct 0 auf die Achse 
der x gefällte Perpendikel OP = ?/ 
und AP = x. 

Denkt man sich AQ und AM = d 
gezogen, so ist in dem bei P recht- 
winkligcn Dreieck APQ, in welchem AO die Hypotenuse ist: * 

9 l.inicn, welche ganz in einer der Coordinaten -Ebenen liegen, wie 
OP, AQ, wollen wir immer ganx atisxeichnen, andere, welche vor oder 
zwischen den Coordinaten -Ebenen liegen, wie MQ, AM, sollen punotirl 
werden. 
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AQ* = AP 2 -f OP* 

AO* = xx -f- yy 

Da nun die Ordinate MO = 3 senkrecht auf der Ebene x\y 
ist, so ist sic auch senkrecht auf der Linie AO, also das Dreieck 
AQM ein rechtwinkliges und AM die Hypotenuse; daher: 

AM 2 = AO* -}- MO 3 

dd — xx -f- yy -f ss • • 

d — Vxx -f- yy -f *3 



109 . 

Aufgabe. Es sind die Coordinalen zweier Puncle gegeben , 
M ( x'y'z 1 ), M" C x"y"a"). Wie findet man hieraus ihren Ab- 
stand M'M" = d? 

Auflösung. Hier ist gegeben: 

AP' -=x', 0'P' = y', = 

AP"= x", 0"P"=y", M"0"=z" 

Denkt man sich Q'R||P'P" und 
und M'S || O'O" gezogen, so ist in 
dem bei R rechtwinkligen Dreieck 
Q'RO", Q'R = P'P" = x "-x t , 
0"R = Q"P" - O'P 1 = y » _ y, 

Q‘Q" 2 = (x' - x") 2 + C y‘ - y n y 

Aus dem bei S rechtwinkligen Dreieck M'SM", in welchem 
M'S — Q'O" und M"S = M"0" - M'0' = *" - hat man: 

M'M" 2 = M'S 2 + M"S 2 
dd = (x' - x") 2 + c y - y“y -f Cs' - *") 2 
d = K(x' - x") 2 -f (y‘ - y") 2 -f O' - z") 2 

Diese Formel ist, mit gehöriger Berücksichtigung der Vor- 
zeichen, ganz allgemein (§ 10). 

HO. 

In Uebereinstimmung mit den Lehren der Mechanik, auf 
welche die analytische Geometrie häufig Anwendung findet, be- 
stimmt man die Neigung einer vom Anfangspunct A ausgehen- 
den Linie gegen die Achsen, immer durch die Winkel, welche 
sic, in kürzester Drehung, mit den positiven Seiten derselben 
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macht, an welcher Seite sic auch liegen möge, so dass also 
nach dieser Festsetzung niemals Winkel über 180° Vorkommen 
können. 

111 . 

Aufgabe. Den analytischen Zusammenhang zu finden, wel- 
cher unter den Cosinus der drei Winkel «, 6, y Statt findet, die 
eine aus dem Atffiangspunct gezogene Linie AM mit den Achsen 
AX, AY, AZ maeht, so dass also : 

MAX = «, MAY = g, MAZ = y 

Auflösung. Nimmt man auf der 
Linie ein beliebiges Stück MA = d, 
nennt x, y, z die Coordinaten des Punc- 
tes M, und fallt von diesem auf die 
drei Achsen (Schenkel der drei frag- 
lichen Winkel) die Perpendikel MP, 
MR, MO, so sind die von den Achsen 
abgeschnittenen Stücke offenbar den 
Coordinaten desPunctes M gleich, näm- 
lich AP = x, AR = y, AQ = z, und 
es ist, mit gehöriger Berücksichtigung der Vorzeichen von x,y,z, 
immer: 

COS X = 

a 

cos g = -~- 
a 

cosy = ¥ 

i 

DieQuadratc dieser Cos. addirt und beachtet, dass dd=xx-\ yy-\-zz 
(§ 108), kommt: 

cos 2 a -f- cos 2 6 -f cos 2 y = 1 

Vermöge dieser merkwürdigen und wichtigen Beziehung ist, 
wenn zwei Winkel, z. B. a, g, gegeben, der dritte y nicht mehr 
ganz beliebig, jedoch auch nicht ganz bestimmt, indem er wegen 
des doppelten Vorzeichens von cosy=+K(l — cos 2 « — cos* g), 
um der Gleichung zu genügen, sowohl spitz als stumpf sein 
kann. Durch alle drei Winkel «, 6, y ist aber die Lage der Linie 
AM vollkommen bestimmt. 

Anmerkung. Die Winkel «, 6, y sind augenscheinlich die 
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Ergänzungen derjenigen Winkel zu 90°, welche dieselbe Linie 
AM mit den Coordinaten-Ebenen der yz, xz, xy macht. 

113 . 



Aufgabe. Es sind die Richtungen oder Lagen zweier vom 
Anfangspunct amgehenden Linien AM, AM' durch die Winkel 
a,g,y und ot', €',•/' gegeben, welche sie mit den drei Achsen 
machen. Wie findet man hieratis den Winkelt, den die beiden 
Linien selbst mit einander machen? 




Auflösung. Man nehme, der 
Einfachheit wegen, auf beiden Li- 
nien gleiche Stücke AM=AM'=d, 
nenne xy z und x'y'z' die Coordi- 
naten der Puncte M und M‘, und 
denke MM' gezogen, so ist nach 
§§ 108, 109: 



AM 2 = xx yy + zz = dd 
AM' 2 = x‘x'-\- y'y'-\- z'z‘— dd 

mm' 2 = cx - x'y + c y- yy + o - «o* 



Nach einem bekannten Satze der Trigonometrie ist: 



cos 9= 



AM 2 + AM' 2 -MM' 2 
2 AM . AM' 



cos^= 



xx+yyyzz-ic-x'x'+yy+z 



v- Kx-x'y+cy-yy i c^-^o 2 ] 

2 .dd 



cos 6= 



xx‘-\ -yy' + zz' 
dd 



Nach § 111 ist * = d . cos «, x‘ — d cos a', y — d cos g, 
»/' — d cos g' etc. Daher: 

cos 6 = cos a . cos «' + cos g . cos g' -f cos y . cos y 1 . . . CO 

Sollen die beiden Linien AM, AM' senkrecht auf einander, 
also 0 — 90° sein, so hat man unter den sechs Winkeln a, g, y, 
a', g', y‘ die Bedingung: 

cos a . cos a' -J- cos g . cos g' -f- cos y . cos y‘ = 0 
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* Eilftes Buch. 

o©<Jo- 

Gleichungen der graden Linie und dadurch bestimmte 
Lage derselben gegen die Coordinalen-Achsen und 
Ebenen. Aufgaben etc. 



113 . 

Durch die Lage irgend einer gesetzmässig gebildeten Linie 
im Raume MN sind die Lagen ihrer Projectionen rs, nn ", mm“ 
auf jede der drei Coordinaten-Ebenen der xy, xz, yz vollkommen 
bestimmt (§ 107). Diese Projectionen sind also gleichfalls ge- 
setzmässig gebildete Linien, und müssen sich deshalb (weil jede 
in einer Ebene liegt) analytisch durch Functionen zweier ver- 
änderlichen Grössen ausdrückcn lassen und zwar auf die Achsen 
der Ebene bezogen, in welcher sie liegen, nämlich die Projection 
rs durch eine Function zwischen x, y, 
die Projectionen tnm“,nn“ durch Func- 
tionen von x, z und y, 5. Da nun aber 
umgekehrt diese drei Projectionen oder 
vielmehr schon zwei derselben, durch 
die Durchschuitte der in ihren Puncten 
auf den Projections-Ebencn senkrechten 
Linien, oder nach den Projections-Linicn 
gekrümmten, senkrechten, sogenannten 
Cy linderflächen, die projectirte Linie MN wieder bestimmen, so 
sieht man, wie durch diesen sinnreichen Einfall es möglich ist, 
die Lage und Gestalt irgend einer im Raume liegenden Linie, 
sie möge eine grade, eine ebene, krumme oder eine Linie von 
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